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I. SchlaeffU, iwr lesfadorieUes. 1 

8ur les co^fficients du d^yeloppement du produit 

1. (H-ar)(l+2a;)...(H-(n-l)a?) 

suivant les puissances ascendantes de x, 

(Par Hr. SehlaeffU, profcsseor i Universitö de Berne.) 



1. 

Je commence par deßnir le produit l.(l+a;)(l+2a?)..(l+ (n — l)a?) 

avec la plus grande latltude possible. £n le designant par n(ai), je reinarque 
qu'il est suffisamment caracterise par les deux conditions, 

(1.) fl(.r) = (l+(n-l)x)n\x) , 

(2.) //(.r) = l. 
dont la premi^re exprime la loi generale de la foimation de la fonction ü, et dont 
Ja seconde donne la yaleur initiale pour le cas de ti = 0. 

Bornons-nous d'abord a consid^rer le cas oü n est un nombre entier, 
pWtif ou negatif. 

Sl le nombre n est un entier positif, le deVoIoppement du produit i7 
finirfl^ par le terroe n**"% affectc de o?""* ; pour n = 1 ^ il se reduit au premier 
terrae/ 1. 

Pour /) = 0, il y a dejsk Interruption dans la suite d^croissante des nom- 
bres de termes. Gar, alors, la valeur du produit 77 etant ^gale ä l'unite, le 
nombre des termes est le meme que pour ;i = 1. 

Quand le nombre n devicnt un entier negatif, on conclut successivement 
des deux conditions ci-dessus: 

n{x) = YZn . ^(^) = (l«x)(l-2«) ' ^(^) = (l-«)(l-2«Xl-at)V ^^"^ 
Alors le developpement du produit en question suivant les puissances ascendan- 
tes de X, contiendra un nombre infini de termes. A cette occasion on remar- 
quera que Ton a (n de'signant un entier positif): 

Grelle'! Jouroal f. d. M. Bd. XUU Heft 3. / X 



2 1. SeUaeffUf nar Us faetorieUes. 

(3.) nix) = J7i , 

oü la condition de la convergence du developpement exige que la quantite o? soit 
absolument moindre que la fraction - . 

2. 

Apr^s ces consid^rarions pre'alables nous posons: 

(4.) j3r(a7)= l + ^iar+^aOT'+^aX^... = 2j4iX^. 

Pour < = 0, dans tous les cas, le coefRcient ^^ devient ^gal h lunit^. Si n est 

un norobre entier et positif» diffcreöt de zeVo, tous lescoedficients^i döntTindice 
inferieur 2 surpasse le nombre n — 1, s'evanouissent Pour n = 0, tous les 

coefficients A^ dont Findice inferieur surpasse z^ro, disparaissent. 

£n roultipliant les deux roembres de requation prece'dente par l+/ia?, «t 
en ^galant s^par^ment les termes affectes de la roSme puissance de x, il en resulte 
les conditions suivantes : ,y+i » 

n+l n n 

I n-*-i n n 

(5.) / -^j = j4^+nA2 . 






On en tire successivement: 

4=6). 

^=-G)+3cr). 

J.= -C)+n9("t>)-m8C:»)+9«0("r„^- I7325C*') 
+ 10395("^ ), etc.. 



1. ScUa^U, swr les fadarieUes. 3 

ou yfj = "i;; — 2 3^^ ] — 1 designe un nombre figure. Par cette m- 

duction nous sommes conduits a essayer le deyeloppement suivant: 

'^'^'-A^ir )• 

£n substituant les expresslons analogues pour u^j et j4i^i dans l'equation ^;— ^^ 

n 

— nAi^i = 0, et observant quon a 

'•('::)=('+-+oc:::!)-(a+i)(::.°). 

eile se change en 
(7.) (i.-U)C)(-l^»+T(A-(a+l)U-(i4.a)U-,)O(-0^^^ 

+ (jB^,~(2,-l)Ä^,)("Jri^) = . 

Gelte equation devant subsister quel que soit n, puisque les degr^s des 
polytiomes entiers relatifs a n, suivant lesquels eile est ordonnee, vont en aug- 
nientant, il faut que chaque terrae sVvanouit separeraent. Äinsi Ton a ce Sy- 
steme d'equations: 

J80 = ^0 =^ 1 f 

jBa = 3JB, +0 + 2)5,, 

(8.) {A = ^%+ci+ylB,. 



(a + l)B\+(i+a)ß[^,, 



JB^,= * (2i -!)%_.,. 



La derniere de ces relations nous apprend qu on a toujours B,- = 0, ce qui 
nous fournira les valeurs initiales de B dans les integrations que nous aurons suc- 
cessivement ä faire par rapport au nombre /. L'integration de la seconde equation 

(8) doone Ä, = C.2i— (/+3). Mais comme il doil etre Äi = 0, la constanteC 
prend la valeur particuliere 2. Ainsi nous obtenons 



4 1. SdUa^Uj sur les factoriellc^. 

Substituant cette valeur dans la troisieme equation (8), et iot(^grant par rapport 
ä i, ou trouve 

J?3 = C.3'- (/+ 5)2^* + K/+ 3) (z + 4) + 1 . 
Malis le $econd membre devant s'annuler pour 1 = 2, il en suit C = f. On a donc 

i « i.3**-» - (/+5).2^* + |[(z+3)C/+4)+ 1] . 

3. 

Apres ces preliminaires, generalisons le calcul, en posant 

+(-i)'.c.ii. 

oü Cß d^signe un poIynome entier par rapport ä i\ du degre indique^ par rindice 
införieur ß. S\ i sera reniplace par i — 1 dans ce poIynome, jous le desig- 

a 

nerons par C^^^. En substituant la formule {g) dans Tecjuation generale (8), et en 
^galant separement les termes qui sont affectes de la m^me quantite exponentielle 
par rapport ä i, il r^sulte pour les polynomes enliers, les equations de condition 
suivantes: 

aCi — (a + l)CJ**>+i+a =0, 

(a-l)Q-(a+l)Cf +2(/+a)Q"^==0, 
(10.) { (a-2) Ca- (a+ 1) h' + 30'+ a) Q«= , 



a-l 



La condition. pour que les quaotit^s C soient des polynomes entiers en i, suffit 
pour de'truire toute incerthude par rapport aux int^grations h faire» On trouve 
successiTement: 

C,=:(/+2aX/+2a— 1) + a — 1, 

a = 0'+2a-l)(i+2a-2)(,+2a-3):»- (a-2){30'+2a--2) + 1| , 

C, = (i4-2a-2)(i4-2a+3)(/4-2a~4)(«+2a-5)+(a-3)}6(fri-2a--3X/+2a-4) 
+4(»-|-2o— 4) + 3a-7}, 
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Q ^ (i+2a-3)(i+2«-4)0*+2a-5)(/+2a-6)(»+2a— 7) 

+ (9^-4){10(*4-2a-4)(*4-2a-5)(»^-2a-6)+10(»^-2a-5X^+-2a-6) 
+ 5(3*— 10)(*+2a— 6) + 25a-94} , 

et ainsi de suite. a 

Pour obtenir des formules gdnerales, je pose d'abord 

(lOA) Q =.1.2.3.. ./?i(*"^^"J^'*'^ + (a-./?+l)Ö^i. 
Par lä, I'e'quation de condition 

(a_/?+l)A . C;?> -^Cf +^(i+a)ch = 0, 

a a , a 

ou fai rms A Cy^ au lieu de Cß^Cß^, se cbangera en celle-d: 

(11.) C"7i^0 + («-/j+i)'Aör-/?ör+('+«)'&i = . 

Puis, en iotroduisant des nouveaux coefficients inddterinines D^» independants de 
i, qui doivent ^tre regarde^s comroc fonctions de a — ß+\ = i/, de maniere a ne 
pas chaDger devaleur, si a et ß sont remplacds a la fois pär a — 1, ß — 1, j'essaye 
le developpement 

d*oü yient 

"^ ^'^ ;S)(/-4-l)(;' + 2)V /?-y-3 y priy(y + l)V /J-.y-.2 /' 
et comme on a 

cette expression se change en 

Ainsi on a , en pennutant les indices, 

W a.^A - ^, Vi. 2^2-3 + 3. 4 ••+yO'+l)A /?-,_2 /• 
On a de plus, en vertu de (12): 

^^ ^^ ;:i(y + l)(r + 2)V ß-r^2 )• 
et pareilleraen*^ 

^-' ;t«(y + l)(y + 2)V /9-,'-3 /' 
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et en remplagant dans la derni^re somme y par y — 1, 






A Faide des exprcssions (a, b^ c\ que nous venons d obtenir, requation (11) 
56 changera eo celle-ci: 

-Ä))C7-T-''>r')=« 

Comme cette equation doite dtre satisfaite quelle que soit la valeur du 
nombre entier et positif i, les polynomes entiers en iitmt jtous de degres diffe- 
rents, il faut quon ait separement: 

u «t 

A = l>o » 

u 

(13.) {b. = Ä+4„(4 + Ä). 
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les premieres valears successives de la fonctioo D qui en suivent: 
1, 



Voici 

u 
u 
u 

II 

A = 

u 
u 

u 

ZI 



1. 

, 2 

1+3"» 

. 25 



1+ 



12 
763 

60 
371 

10 
3557 



u- 



•ur 



21 

'S 

245 

36 

2521 



l+TTTM+^M'+Jgli^ . 
13 



- 9319 7225 , 
^■*- 28Ö"-*-288'" ■ 



85 J_ 

32 "3+ 128"*' 



et ainse de suite. 



Do 

u 

£1. 

1.2* 

II 

1-2- 



Dl 2 
'2.3 — 3» 

u u 

D, D, _3 1 
■2.3'*'3.4~4"*'8"' 

D. 4 1 
+4:5 = 5+3«' 



D« 



'66" 6 + 72 



43 1 , 



48' 



r72"+6. 7 "" 7 + 10"+12" ' 



l.2~"*'7-8- 
etc. 



7 197 59 a 1 
8+160"+288" +384"» 



5. 



u 

II s agit roaintenant d*expriroer D^ comme poIynome entier eo u. A ce 
but je pose 

(14.) D^ = jäi+J?i li+iii u^+]iu^...+i^ u? ..... 
oü la derni^re valeur de 6 sera |<}/ ou \(y'^^)% selon que le nombre); est pair ou 
impair» Cette formule, substituee dans requation generale (13)» donne (puisque 
le coefficient de chaque puissance de u doit s'evanouir separeroent») requation 
suivante, oü Ton a change 7/ en «y+l : 

r 
Dabord on a ^0 = !• De lä on tire par des int^grations successives: 

oü les symbolesy* designent des sommes des seVies qui finissent par les termes 
m^mes qui y sont ecrits dessous. Comme ce caicul (continue de la m^me mani^re; 
ä cause des integrations nombreuses et compliquees qu il entraine) devient assez 
penible, je me dispense de Texposer ici: Mais beureusement la forme geaeVale 



8 1. SMaeffli^ sur les faetorielles. 

de lexpression de £p, a dcviner par induction» des premiers resultats ci- 
dessus, est teile quelle permet de mettre en dehors, dans Texpression 

de Dy, un facteur qui^ ä lui seul, donne naissance a ces fonctions transcendantes 

I y , I - IrZi » ^*^*» V^^ *^"* '^* causes principales des diflicultes du calcnl 
eprouYees jusqu ici. En effet» ep imaginant le developpement 

(16.) (i+i) (i+l) (i+ä)...(i+*) = l+4*+4*^..+•i*^ 

1 2 

on voit sans peine que les coeffictents Sj,, S^f etc. sont pr^cisement ces fonc- 
tions transcendantes: I Z » j y f ZUi 9 I y I yZT ly^* ^*^ Donc, la forme 

r 
vraisemblable de rexpression de Eß peut 6tre ecrite de la mani^re suivante : 

(17.) i, = i',-ia-i.i+^,»-2.'i.-+(-i)*-" i:A...+(-i)'4- 

Celle-ci, reportee dans IVquation (14) ( $i Ton a e'gard h Fequation (16)X la change en 

(18.) Dr = (l-i) (l -l) (l-ä)....(l-^.(l+i; u+Ät^+.:.), 
oii je ferai, pour abre'ger: 

(l- j)(l^5)... (l ^p) = ji (l-^) , et 1+A u + A u\... = i,. 

Or, en de'signant par A une difference qui se rapporte ä un accroissement de y, 
^gal a lunite", Fequation ge'nerale (13) peut etre mise sous la forme 

(190 A . y^2 = " • (y-*-l)(;^H-2) 
ou bien , en vertu de IVquation (18.), 

r + 2 ""C -1-1)0' +2) 
Mais on a 

Puis, siy pour abreger, on pose 

on a de m^me : 
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et de \hf en vertu de requation (19) 

u u 

Retranchant cette equation de celle (20), et chassant le facteur 1 — -:;:|, 
il viendra Texpression 

En la comparant avec lequation (20), on obtiendra sans difficulte: 
parsuite 



(21.') A Ai^=«__i^±i__ 



r r^ 

r 22 ^ A ^'^^ — ^^ 

oubien encore» si, dansles sommations ä faire , onmet le dernier terme de chaque 
somine sous le signey: 

ou chaque somme commence par y = 1. Or nous avons de'ja trouve : 

/ = 1 , F| = ( 2 / ' ^« = V 3 / • 

Il est donc ä pr^sumer que, gen^ralement, F^ spra de la forme -^ a« y ^ y, 
oü £ designe le norobre entier variable« auquel la sorome indiqu^e par 2 se rap- 

pQrte, et oü« en m^nie temps« a^ represente un coefKicient numenque rationnel 
qui ne depend que de ses deux indices 6 et e. Maiatenant, pour que les calculs 
successifs, fondes sur la forinule (23), r^ussissent, sans amener de nouveau des 

fonctions transcendantes« il faut que« a partir de d = 1« le polynome F^ soit di- 
visible par y (y+l); ce qui exige que dans la somme precedente la plus petite 
valeur de e sojt 2. Celle supposition qui sera v^rifl^e tout-ä-Fbeurey admise« 
nous avons " 



et de lä : 



Sv 



*-i *-• 



tu 
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puisque la soromation doit conimencer par y = 1. Celle equation/ multipliee 
par y + 1 , devient 

(''■^0/F^,=-7lr(r)-(-ÄX't'). 

L'integration donne, en vertu de la formule (23): 

Cette somme, conrnnengant par £ = 2, le plus bas nombre figure qui s'y trouve, 

est y 2 Y et par cette raison la supposition dont nous sommes partis, a ^te veri- 

r 
fiee. £n outre, on conclut de la präsente formule que le degre du polynome F^ 

7 

surpasse d^une unite celui du polynome J^-i» Donc, le nombre % marquant le degre 

7 7 

de Fi^ celui de jF^, sera 8+1^ Ainsi nous avons, a partir de d = 1 (cette 
yaleur y comprise): 

(24.) i,=ce:D-KJ.ci-') +4r:-') +j.ct'). 

et en m^e temps 

(25.) o. = JZ2+r^l+~ +*:=2+5lä' 

oü il ne faut pas oublier que la derniere equation n*aura lieu que pour les valeurs 

de e plusgrandes que 2. Quant au coefllcient 02, sa yaleur est 1, ou 0, selon 
que 8 est egal ä funite, ou plus grand. Pour e = d + 1» la seVie en (25) se re- 
duit h son dernier terme 

i _ ^<j • 

1 

Or on a ^2 = 1 ; il en suit donc 
^ 1 
(26) 0^1=1.2. 3 (^I:T) . 

Cela pose, je vais tirer de IVquation de rccursion (25) une expression 



independante du coefdcient a^. J en trouve d*abord 



««-i * 0,-1 ' 



a^—a^i = ^:::2 » ^^ ^«~ r^ ~ ^^^ 
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Puis, apres avoir multiplie par 1. 2. 3 (e—2), fintroduis la nouvelle notation 

(27.) 1. 2. 3 (e-2) . a = T^ , 

et il vienl 

ou, en mettant n et m au lieu de £ — 2 et 8 — e: 

m-H iB-i-l 1 m 

(28.) r,— 2',_i = jji";;^ 2'„+i . 

Or ce qui a ^te dit ci-dessus k l'egard du coeßicient ^2, nous apprend que 7^ 
est 1, ou 0, suivant que m est zeVo, ou un entier plus grand, Donc, en int^graot: 

(29.) r„ = 2 ^+3 ^3+4 ^4 +^^rj -^»+i» 

Dailleurs, la formule (26) montre que 

(30.) £ = 1 
pour n = 0, 1, 2y 3, De cette valeur initiale on deduit successivement: 

f. =;+!+' ' ■ 



-'» — 2V2'^3/'*'3V5'*"3"**i/ "*";r+I\2'*'3 iT+^Z ' 

^- = 2(2(2"*'3)+3(2 + 3'*-4))+3(2 2-*-i ö) ^^hTiG 2 ^iS^'ü^)' 

et ainsi de suite; en sorte que T„ represente une fonction transcendante de Par- 
gument n (analogue ä celle S^ consideree plus haut), dont les deux indices m et n 
marquent. Tun lordre ou la dimension des produits, Tautre le nombre des ternies 

dans la derniere sommatioo ä faire. Desormais on pourra regarder 7*. comme 
une expression independante (et en vertu de l'equation (27) il en sera de meme du 

cocHicient aj. Gar eile est une espece de somme de produits combinatoires de 

la m""' classe, formes des el^ments fractionnaires g» 3» 2» «-hm^l * n^nii' 

et soumis ä la condition que, dans chaque produit, aacun de ses facteurs ne 
doit acoir son dSnominateur plus grand^ (Tun nombre surpassant PufutS^ que 
celui qui le pricide immSdiatemenL 

Je reprendrai plus tard la discussion ulteneure de cette fonction remar- 

m J 

quable T„. Dans ce moment je vais reporter la valeur de a^^ determinee par 

les formules (27,29, 30), dans l'ezpression de 0, (18). En reropla^nt e 

2* 
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par s + 2,h fomnule (24) se transforme, d*apr^s la nouvelle Dotation^ en celle-ci : 

^^ — 27(5-1) Va + l/^27(a-.2)V S ) ^n(OV «+2 /"•"*"S^)V 2 /' 

oü Ton a inis BijC^ au Heu de 1.2.3 ...t!, et oü 17(0) est suppos<f egal ä lunit^. 
(U suit de lä, en vertu de la formule (18): 

La double somme que nous \enons d'obtenir pour ezpression de <(>^ et 
qui deyrait ^re reportee dans celle de D^ (18), a rinconv^ment d'^tre infinie et, 
ce qui est plus> de ne pas ^tre convergente pour une yaleur de u entiere et posi- 
tive. Sa reduction ultcfrieure dopend de la question» s'il est possible de faire su« 

bir ä la serie 21 T^ iT une transformation semblable ^ celle operee sur la s^rie 



analogue 2 Sn^ dans la formule (16). 

J observe d^abord que, abstraction faite de la condition primitive pour u^ 
d*£tre un nombre entier, on peut toujours supposer u une fraction assez petite, 
pour que la s^rie propos^e soit convergente. Gar le nombre des produits, com- 

m 

pris dans 1 aggregat T^ est certainement moindre que (fi -I- m — 1)"*, et comme 
aucun d*eux ne peut £tre plus grand que \^% il en suit, a fortiori^ que Ton 

a : 71,< ( 2 / • ^ suffit donc pour la convergence de la s^rie en question, 

que u soit moindre que deux fois la valeur inverse de la base des logaritbmes 
naturels. 

Or f avance que Ton a 



l l 1 

u 



m lr.^ = (i-jXi^D-(»-i^)i-jf 



u 



n+2 



1-2" 1.2-3^ 



V* nH-2/V »^3/ 0~n + 2)vir+3/\;r+4) 



= ^(-D* . ^^*^ , r= t/,. 



V n + i + 1/ 
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D^abord il est aise de proaver que, pour n = 0> le meinbre.ä drohe que 
fai d^tigoe par C7„, devient egal h 1. Car on a 

1 jfc J^ . 1 M 

£n variant Ar depuis /r = jusqu ä A = od, et prenant Ja somme, on obüent h 
gauche Fexpression en question, et ä drohe Tunite. 

Une decomposition ^emblable peut ^tre efTectuee dans le cas geneVal. On a 

1 f, _1_ 4 1 i^^ 

4'-.-?rri) -H'-.-^*) H>-isÄri) 

En faisant successivement Ar=:0,l,2, 3» jusqu'ä rinfioi, et prenant la 

somme, on obtient 






»m» 



1 1 • 1 k 

Or r — 5-= — TT —y-- . r . i « Dono la fonnde pr^ctfdente 

n + A + 1 m- 1 n-t-l n + k + 1 »^ 



se change en 



nik)n-t-k + 2 



^1 - zz(i__-__)j 

oü Ton a change, dans la derniere somme, Ar en Ar + 1. Comme Fexpression dans 
les crochets vient du membre h droite de la formule pre'cedente, par le seul 
changement de n en n + 1, on obtient enfin 

(33.) K~C/^. = ~3«7^i. 

Cest pr^cisement Fequation qui rcfsulterah de celle (28), multipliee par 
u'^\ et sommee, conjointement avec 1 — 1 = 0, depuis m = jusqu a m = od , 

m 

si ün designah la s^ne JS T^u!^. Yoilä ce quil fallait encore pour prouver la 
formule avancee plus haut (32). En effet, la suite des equations 

(33*.) ^C4-«7i=|ü,, 

Ü,-U,^il\, etc.. 
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qui , suivant I acception da signe de fontion Z7, , resultent pareillement de lune 
ou de Fautrö des deux foraiules (28) et (32), suflit compictement pour detenni- 
ner d'une maniere unique la fonction Ui et les autres analogues qui en suiTent« 
Ces equations se pretent, en outre, ä un developpement en fraction continue. 
Gar on a successiveroent 



üi , üt— üi •tt U 



17, * U^, 

et ainsi de suite. On peut donc exprimer la fonction Vi par la fraction con- 
tinue infinie: 

(34.) t7. = 



U 

2 



u 
3 



u 
4 



tt 
5 



1 — etc. 
Or, la verite' de la formule (32) etant mise hors de doute, Je vais la sub- 

stituer dans la precedente (31). En rassemblant tous les termes en ^ , 

on trouve pour facteur de cette fonction la somme 

^ n(n - 1) • i7(0)\ii» -i- 1/ 
= iI(iii-l)|U-l)( 2 ) ■^(m-1 -«)(«-+. 2) "*"( )(«-».l)i 



~" n(m- 
On a donc 



i)V «-»-1 /■" i7(«-i)V«+iy' 
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ce qui change requation (18) en celle-ci\ ralionnelle et entiere par rapport k u: 
(37.) Jd;= (1-9(1-^ (1-!) 

+s«5^n-)C:i)'^(i-^.)0-;^-(>-j)- 

Si Ton se souvient de la reroarqoe jointe a la formule (14), on verra que 
le degri? du present polyoome qui parait selever au nombrey, n est effectivement 
que iy ou Ky—l), selon que le nombre y est pair ou impair. Voila donc une pro- 
priete interessante de 1 expression (37)» savoir, que tous les tertnes, dont Fordre 

excede celui de u^ ou u^ , devront en disparaitre. En designant par Hp la 
somme des produits combinatoires de layo**"* classe, formes des eleraents (m+1), 
(m + 2), y sans repetition, la dite propriete donne la formule 

0^ m=r y-, _i_ 1 V "»»^ 

«,+£(- !)■".(;:{)« =0, 

Cr 
pourvu que p soit plus petit que Jy ou \{y + 1). D ailleurs, Hp est la meme 

r+i 
quantit^ que nous avons d^stgne auparavant par Ap. Tobserve encore, en pas- 

sant que de (37) il suit pour M=y: JD^ = rwy^\y formule qui peut ^tre utile 

u 

pour la verification num^rique des expressions de D^ calculees pour des valeurs 
detemiin^es de y. 

Bien que le raisonnement qui nous a conduit a Fequation (37), ne soit 
rigoureux qu'autant que u est une fraction assez petite, pour que toutes les trans- 
formees intermediaires restent convergentes, neanmoins la liaison identique entre 
les equations de conditiou (13) et Fexpression (37) entiere et finie^ une fois eta- 
blie avec rigueur, subsiste sans restriction. Puisqu il n' y a donc plus de 
raison qui nous emp^che d admettre la justesse de Fexpression (37)« m^me dans 
le cas primitif oüu = a — ^+1 elait un nombre enticr et positif , nous pour- 
rons la substituer sans hesiter dans les formules principales qui Font precedees, 
et dont voici le resume, avec un leger changeroent de notation: 

•~£i n{u^\)^ (V a-u-*-! /^";So (;'+l)(y+2)Va-i*-y-l/l' 
On ne peut pas espeVer de pousser plus loin les reductions des sommes 

n 

multiples. Tout ce que nous avons pu obtenir, est d'avoir represent^ j4i par 
une somme quadruple, tandis qu eile paraissait d^abord ^tre sextuple. 



16 !• Schlaefflif swr les faetarielles. 

Jejoinsici quelques remarques qui doivent nous dispenser de noter encore 
expressement les valeurs que prennent quelques quantitcs sommatoires dans cer- 
tains cas limitcs^ oü leurs expressions paraissent insignifiantes. Une sorome 
qui s'^tend depuis m = a jusqu' a m = n» sVvanouit pour m = a — 1. De 
m^me, un produit qui sVtend depuis m :=s a jusqu a 771 =: n, se reduit a lunite, 
lorsquon y fait m^:^ a — 1. Gela bien saisi» la signification qu il faut attacher 

u 

a Texpressiou (37) de J9^, lorsque y est egal a zero, n^est plus douieuse. Quant 
Il la somrae, sVtendaot depuis y = jusqu äy=:a — z/ — 1, qui se trouve dans 

Texpression de Ba entre les crochets, il faut observer qu'on peut en accroitre la 
limite superieure fant qu'on voudra, parceque tous les termes ulierieurs s'annu- 
lent Donc la somme en question a zero pour valeur, soit qu on y fasse u = a, 
ou 1/ = a+1. 

Plus hai4 nous avons observ^ que Bi sVvanouit, tant que i est 

un nombre entier» diffeVent de zero. (Le cas z = en fait une exception; car 

i 
on a g^neralement j?« = 1.) Par cette raison on peut fixer la limite superieure 

n 

de la somme (expression de A^ li a = i\ mais la formule ne s applique de cette 
maniere non plus au cas i=0. Du reste» il parait ^tre tres difficile» de donner une 

expression pour Ai qui comprend la valeur particuliere ^0 = !• 

En posant a = z'dans l'expression precedelite de B^^ ce quon yient de 
dire, conduit ä la proposition remarquable: 

C38.> « -£ 27 (u-l)" (V ,-«+1 ;+" ;^(y+l)(/+2) Vf-u-;^-!/) ' 
dont la d(fmonstration directe serait tres difficile. 

Aussi Celle de l'equation identique (32) parait -eile offrir des difficultes 
insurmontables. Elle exigerait quon eüt prouv^ d*avance Fidentite 

W ^'Äa)'-C4.)l-:pb)' = ^-. 

oü la somme h gauche doit sVtendre a toutes les valeurs entieres et positives, 
zeTO y compris, quon pourra donner aux exposants x, /o, /ul^ a|;« ^, sans que 

leur somme surpasse le nombre m. 

7. 

Je vais exposer encore quelques theoremes remarquables sur les fonctions 

trancendantes T^. £n partant des trois equations suivantes qui renferment 
la definition : 
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mm I m— 1 m 

je mets d abord requation generale sous la forme 



m m—l m 

Tu 7n-H 3r»-I 



n(n) /Z(n-f.l) — /7(fi)» 
forme qui, par le changement de m en m— n, entre dans cclle ci: 



ni— n— 1 m^n 



On aura une suite dVquations pareilles, en y rerapla^ant successivement /i par 

^+lf n+2, n+S, m — 2, m — 1. Si on Ics ajoute ensemble, apr^s avoir 



cmnge jj/^\ en jj/^\ , ce qui est permis . on trouvera 



ce qui rentre dans la formule (26). En y mettant pour n successivement les va- 
leursl,2,3, rn—\,m, et prennant la somme, on aura apr^s une lagere redudtioo: 

m-n fü-ft-A 

^i HC*)— .i^ 2Z(*)' 
oü le premier terme de la somme ^ droite est zero, toutes les fois que m— 1 est 
plus grand que zero; et dans le cas de m = 1, ce premier terme» auquel la somme 
se r^duit alors, sera egal ä luuit^. D*ailleursy des deux mei^ibres de requation 
pr^cedente» le premier se transformant dans le second par le simple changement 
de m en m — 1 , il en suit que sa valeur est independante du norobre m. On a 
donCy d*apr^s ce qu on vient de reroarquer pour le cas de m=:l, la formule generale 



comme on devait s*y attendre, vu que la formule (24) donne, pourle cas de^/ssl, 

i 6 d d 6 6 

et qu en m^me temps on a F^ = 1. On aurait pu se servir plus haut de cette 
formule pour demontrer qu il eiiste des valeurs de u assez petites pour que la 

m "* 

Serie 2 Tn vT" soit convergente. Car eile fait voir que T„< JI («), et par con- 

n(n) "" 

s^quent que i r« i/"" < iJ (n) . 2u^ = XH^ Donc, si u < 1, la s^rie S Tn üT 

est convergente. 

Les deux ^quationssuivautes sontcomprisesdansla formule de d^finition : 
CreUe'f Joanitl f. d. M. Bd. XLin. BeffI 1. 3 
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jqri ^Ta+x = Ta — Ta-i . 

n m 

Multiplions la premiere par Tx, la seconde par 7\» pui^ retranchons Tune 
de Tautre, et divisons le resultat par 27 (^)> il viendra apr^s une simple iraospo- 
sition de termes : 

m n m—l n m it m «—1 

v^^) n(X) ~ i7(A-hi — n(X) ""ii(;L+i) • 

Pour integrer cette equation de sorte que tous les termes k droite 
se detruisent mutuellementy sauf les deuz extremes, changeons-y Texposant n en 
a+n-^'K et sommons ensuite, depuis X/ = a jusquä A/ = a+n] il viendra: 

w» «•!■»— A m—l «-Ht— A •" n 

^^»t Tx Tx^i ^^^ Tx^i Tx __ Tg,! Tg 

äa n(X) ~,t. n(A-^l)- i7(a) 

Si, dans la seconde somme, on change X en A/— 1 , et que Ion retranche des deux 

• m— lirt-l 

T T 
membres la quantit^ ^/Z , Tequation prec^dente prend la forme: 

ma-ni-A m— la-HH-1— A m n m—l iH-l 

rAA\ T'ZiJizl ^r^^ TA Ta-I Ta^^Tg^T^Ta^x 

^^^^ a£ iiw - a£ """scir- ^^ 

Pour abr^er, d^signons la premiere somme pBT/'(a, m, n), la seconde sera 
/"(a, m — 1, n + 1). On voit que, des trois arguments de ces fonctions, les deux 
demiers ont la ra^me somme. Cela nous porte k changer m, n en m— i, n+i, 
et hi intc'grer depuis i = jusqu'ä i=m — n — 1, en supposant que m est le 
|>lus grand des deux nombres m et n. ll re'sulte de lä: 

I cBsm-n— 1 /m—i »4-I «i— 1-1 n*»+-l \ 

fia,m,n)^fia,n.m)^j^^ 2 (Tg^^Tg^ Tg Tg^^) 

En rapportant le signe sommatoire separement ä cbacun des deux termes ^ droite, 
et renversant ensuite la seconde somme , on la trouvera ^gale ^ la premiere« ll 
y aura donc destruction entre ces deux sommes, ce qui nous offre une belle pro- 
Position dont voici IVnonce: 

m a-l-fi^A 
A«a-M» 2a 2a-i 

La somme S Y2^ ^ 4 — X' ^^gordSe comme fonction des trois 
arguments a, m, n, ne subit pas aucun changement de ^aleur par la permur 
tation des deux nombres m et n. 

Dans le cas particulier de a = 1 , le membre ä droite de la formule (44) 
se reduit ä z^ro. On a donc:/'(l> m, n) —f(X , m — 1 , 71 + 1). Par cons^- 



1. SMa^lif sur les faciorielles. 19 

quent, si la somme m-t-nreste la m^me, la fonctiony*(l, m, n) conservera 
^galement sa valeur, de mani^re quil sera permis d y cbanger par exemple m 
et 71 respectivement en m + n eiO. En dautres termes, on a requation: 

ou plus simpletnent x„ y^ "y* , m+n-i 

C45.) ^^ 1.2.3..'!.* = ^' ' 
D apres les fortnules (14 et 18) on a 

"L ■, i' -L 1-Kg| u-t-ij tt' 

D^veloppons It inembre ^ droits suivant les paissancesa scendantes de u, en 
faisant usage de la m^thode connue de la decomposition des fractions rationnelles, 
nous obtiendrons sans difficulte: ^ _ '^ (—\yM'^\ / J) f-V 

En combiaant la forniole (S7) avec celle-ci, le calcul nous fournit pour les pre- 
miers valeurf de y les expressions suivantes de la fonction F (dans le cas oü le 
Dombre (f y est regarde comme variable principale): 

ii = i. 

• 1961 277 /1\^« 93 /ly-» ll/iy-< l /1\^-» 

^*=~24 rW +TV3/ -TVi/ •••24V5/ '*=**=' 

En ^galant ä ces expressions celles emprunte'es a la formule (24), on poarra 
joindre ^ la formule (42) les expressions analogues: 

*-» WA 1 ) = ^""^W ' 



*-• i7(F)V 2 y~ 2 'V2y ^2V3/ * 



^i^*r)=^-«ar*i(r-j(r 



^ r» /t4.6\_1961 277 /1\-*-» .93/l\'»-" ll/lX™-* 1 /1\-^ 

»-• 5(F)V 4 /~"24 rV2/ ■**TW ""T Vi/ "*'24V5/ ' "*=' 

3* 
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Nous ne nous arreterons pas ä d^montrer directement cette sorte de formu- 
lesy ce qu], du reste, se ferait de la m^me maniere que pour la formule (42). Ce 
netait qae pour coropl^ter celle-lä par d'autres analogues que j'ai cru devoir en 
faire mention ici. 

8. 

n 

En terrainant ceMemoirey dont lobject principal ont ^te' les coeflicients j4i, 
je dirai encore quelques mots sur une nouvelle signification qu on peut y attacher 
dans le cas oü n est un nombre entier et negatif. 

Apres avoir change n en — n dans la formule (4), nous aurons, en vertu 
de la formule (8): 

(*«•) (l-ar)(l-2*) (I-nar)=J+^i^+^»^' +-^'^ » 

oü, dans le cas present, la serie a droite se continue ä Tinfini. Pour quelle soit con- 

vergente, il faudra quon ait or < -. Decomposons, par le proce'de connu, 

la fraction k gauche en fractions partielles , puis developpons suivant les puissan- 
ces ascendantes de o?; en comparant les termes correspondants» nous aurons 

Par \hi on paryient li completer essentiellement la formule connue 

qui a lieu toutes leS fois ou Texposaut a est un des nombres entiers 0, 1, 2, 
71 — J. £n op^rant sur requation 

(l-.x)(l-?;^' (l>n») = + O.x + O.ai^ +0.ar-+a^-^ 

+j4,a^ + ^ta;^+ 

de la m^me maniere me sur celle (46), on parviendra simultane'ment aux deux 
fomiules (47 et 48). 

II y a encore une autre m^tbode de de'montrer les e'quations (47 et 48). 
£n- de'signant par 9(;>,a) la somme finie 

et en observant que Ion a \m)m = n(|„_i^ = ny^^jn-^y m /» ^" oblient 

la relation 

(49.) (p(n, a) = /19 (/i, 49t.-r- 1) + (p(n — 1 , a — 1) . 
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Or il est clair que 9(/i,0) seral, ou 0, selon que n est ziro, ou un norobre entier 
et positif, et que 9(0, a) sera 0, tant que Texposant a sera tin entier positif. 
Ainsiy en posant dans celte relation, a = 1, on aura: 9(/i»l) = 1 ou = 0, selon 
que n est dgal hl^ ou äi un entier plus grand. Cela posd, faisons^ dans la 
ro^me formule a = 2, il viendra 9(71, 2)=:1, ou =0, suivaot que n est 
egal äi 2, ou ä un entier plus grand. En continuant cette marche, il en r^sultera 
g^neralement: (p(n, a) = 1, ou =0, suivant que n est egal k I exposant a, 
entier et positif, ou ä un nombre plus grand. Yoila demontre' la formule (48). 
Quant k Tautre formule (47), il sufBt de rapprocher la relation (49) de la relation 
generale du Systeme (5) qui, par le changement de 71, i en — rif a — n, prend 
la forme 

-^a-Hi = -^a-»"— '»-^a-l-ii » OU bien : uia^-m = ^ -^(ä-I)-« + ^(«-1M»-1) » 

pour se convaincre de Fidentit^ 

(500 9(/i,a)=^«^. 

Il y a pourtant h remarquer que ces deux fontions 9 et ji ne coincident que 

dans les cas particuliers que nous venons de considerer; dans d*autres cas, elles fönt 

voir une natura diverse« Vunefp(n,d) se pr^te ä une Variation continuelle deo^ mais 

—I» 
cesse d'^tre signifiantei des que n a une valeur quelconque. L'autre yia^ na plus 

aucun sens lorsqu' on y suppose a*— /} quelconque, mais eile se comporte bien 

avec la Variation de n. 

En suivant la marche que nous avons observ^e jusqu' ici, on tire de la 

formule (32) Texpression 

oü Ton suppose 9(71, — a) = -^tt- 2 (—1) (y (^7 • Lorsquon y fait n==0, 
on obtient la formule . 

^^^ + ^^(Ar + l)«p(Ä + l.-(m-Ar)) = 0. fm>OJ. 



SupplAMemt da $• ¥1. 

Je ne yeut pas passer sous süence une transformatlon dontia formule (37) 
est susceptible. En voici le r^sultat: 
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Autrement: Dy est ^gal au coefficient de z^ dans ie dS^cloppemerU de 

(-iyr+i)(i+i)'^"'t^)"(*--iy 

suii^arU les puissances descendantes de z. Par consequent, la somme qui se 
trouve dans la derni^re expression de ßa entre les crochets et que Ton avait die- 
sign^e d'abord par Qß, est egale au coefBcient de z* dans le developpement de 

suivant les puissances descendantes de z. Quant au facteur compose qui pr^cede 
rint^grale definie, Ie premier tcnne de son developpement est (—1)*"^*—, et 

tous les termes suivants seront d un ordre inferieur h z"^ . De Tautre cöte, si Ton 
^tend la somme finie, comprise sous le signe d'integration , au delä de sa limite 
sup^rieure et qu on fait abstraction de la limite inf^^rieure z = l de Tint^grale, 
pour ^viter des quantites infiniment grandes, lec premiers termes qui en resul- 
tent de plus dans la m^me integrale, mais congue dans uo sens plus large, scfront 

( a^u )M)+Const+( ^^^^i ;iog(z-l)-.^ ^^^^ )^ etc. 

Or la constante arbitraire, le terme logarithmique, et tous les termes frac- 

tionnaires suivants, sont hors de consid^ration, parcequ'ils ne contribuent h la for* 

mation du terme en z^ dans Ie developpement total II ne reste donc, dans ladite 

(— (i -f- 2 tt -♦• 2)\ 
^^^ jz, qui ne döit pas ^tre neglige. Donc, 

si Tou veut etendre Tintegrale plus largement cpie celle qui a et^ present^e pri- 
mitivement, il faut en retrancher d'abord It terme mentionn^, ou, ce qui 

revient au m^me, il faut retrancher du total Ie terme (— l)*""*"' A ^ j . 

^ Maintenant rappelons«nous la formule (lOd) qui, suivant la notation 
actuelle prend la forme • « 

D aprds ce qu^on vient de dire, eile se cfaangera en 

r .y Cß _ /^(i+2u + 2)\ r(«-f-ii)«"e--r(«-l)^^ ,T 
^ ^^1-2.3 ß~\ a-n-^l J^l (z^iy^J 1^-^^^ ^^J' 

oik il ne faut prendre, au lieu de Texpression mise entre les crochets [ ], que le 
seul terme en z^, provenant de son developpement suivant les puissances descen- 
dantes de z. Ce developpement contiendra en outre, comme on Ie sait deja, 
un terme logarithmique qui devra etre neglig^ de meme. 
Berne,Avrill849. 
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• 



2. 

lieber das Minimnm des Integrals^c^^'+d:^,' +dx^). 

wenn die Tariabeln ^i* x^. ^> durch eine Glei- 
chung zweiten Grades gegenseitig von einander 

abhängig sind. 

(Von Herrn Dr. Schla^U^ Privatdocent an der Universität tu Bern.) 



Im 19ten Bande dieses Journals steht eine Abhandlung von Herrn 
CG.J.Jacobi, in welcher die Fruchtbarkeit einer verallgemeinerten Betrachtung 
der confocalen Flächen zweiten Grades für die Theorie der Abelschen Integrale» 
zugleich mit der Bestimmung der geodätischen Linie auf dem Ellipsoid« gezeigt 
wird. Da nun dort nur kurz erwähnt ist, dass auch diese letztere Aufgabe, der 
geodätischen Linie, der Ausdehnung auf eine beliebige Zahl von Variabein fähig 
seil so sei es mir vergönnt, dieselbe hier zu behandeln ; wobei ich mich möglichst 
der geometrischen Einfachheit zu nähern trachten werde. 

Die gegebene quadratische Gleichung zwischen den Variabeln x^ ca^ ccn 

kann von den Gliedern ersten Grades befreit werden, indem man neue Variabein 
einfuhrt, die sich von den vorigen um gewisse constante Grossen unterscheiden; 
dadurch werden die Differentiale dxi^ dx^, dx^ nicht geändert. Nun er- 
setze man die einzelnen Variabein durch lineare homogene Functionen eben so 
vieler neuer Variabein und bestimme die Coefficienten durch die Bedingung, dass 

der Ausdruck Xi^+x^ + Xn seine Form nicht ändere und dass in der 

quadratischen Gleichung alle Grlieder, welche Producte verschiedener Variabein, 
enthalten, verschwinden. Dann wird diese Gleichung durch 

^.^ ^ _ 1 
AiJt ^^ ~ ^ 

dargestellt und das zu integrirende Element 

ds = y{dxi^ + dx^ + dx^ 
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behält die unveränderte Form seines ursprünglichen Äusdnicks. Ist die ur- 
sprunglich gegebene quadratische Gleichung von reeller Form, so haben auch 
sämmtliche line'Sire Verwandlungsformeln eine reelle Form. Ihre n^ Goefficienten 
hangen nämlich in linearer Weise » je n und n, von den einzelnen Wurzeln 
einer algebraischen Gleichung nten Grades ab, und es lässt sich streng beweisen^* 

dass die Wurzeln -^, "X?-*;*** 'a' ^*?^®^ Gleichung sämmtUch reel sind. 

Sieht man nun die zu irgend einem Elemente des Integralsy^ gehören- 
den Grössen x^ cc2f o?» als gegeben an und setzt dj4i = J^j == dA^, 

so dais aHe Grössen^iji ^4^, ..u« ^i» als eine und dieselbe Variable erscheinen, 
so ist leidit zu sehen, dass die Gleichung 

^i A% A» 

vom nten Grade ist und lauter reelle Wurzeln hat. Bezeichnet man diese, nach 

ihrer abnehmenden Grösse geordnet,durch A, A, ^, so ergiebt sich folgen- 
des System von Gleichungen: 

1 ^^ I T^ 1 — *» 

Ai Jl% jin 



(1) 



«l* . «n* 



2 ^ % 



^I -«2 An 



~ = 1 

2 *» 






Nimmt man an, dass die Grössen ^i, ^s» ^„ eine abnehmende Reihe bilden, 

1 S 2 8 3 n n 

soist^.>0, j1^i>^>An, A^t>0> An^i, , ^i>0> /^j; übei^ 

haupt ist jede Grösse A negativ, wenn die Summe ihres obem und ihres untern 
Zeigers die Zahl n + l übertrifft; sonst positiv. 
Die Gleichung 

2 2 2 1 2 n 

v2.) 5i+Ä-'"*"i;"'^ Aa2 ^ 

ist in Beziehung auf die freie Grösse A vom (n— l)ten Grade und hat in Folge 
des Systems (1) die n Losungen 

12 n 

J^ SS J^ f JT. SS ^, •••••••••• j^ ^S ^, 

Da aber diese Zahl von Lösungen den Grad übersteigt, so muss die Gleichung 
(2) in Beziehung auf die freie Grösse A identisch sein. Multiplicirt man sie 
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mit Ax und lässt dann Ai yerschwinden, so verwandeln sich A^^ A^^ An in 

die gegebenen Unterschiede A^ — A^^ A^^ — A^, A^ — Ai^ und man erhält 

12 2 71 

/o\ * ^lAiAi Ai 

(ö.j xx — (^Ai^Ai){Ai^A,) (il|-il„) ' ^^''• 

Differentiirt man die Gleichung (2) nach der freien Grosse A und setzt 
1 
A=^A,%Q ergiebt sich 

22 2 12ld 1» 

(40 — + — + — = r^T—i i = nr » etc. 

iJl« iia* An^ A1A2 As An p* 

1 • . • • 

Der Ausdruck fiir p^ unterscheidet sich von demjenigen fiir x^ nur durch 

Yertauschung der obern und untern Zeiger; folglich werden alle Formeln, weldie 

^1, OD^p a;„ enthalten, in eben so viele neue übergehen, wenn man x mit/9 

und die obeni mit den untern Zeigern vertauscht. 
1 2 

betzt man — r* = a^ , ^-t' = ^ , u. s, t , 

Am Am 

SO verwandeln sich die Gleichungen (4) in 

11 1 22 2 

a^ + a^ + a„» = l, a^^a^ + o^* = 1 , u. s. f. 

Diese Gleichungen bestehen auch noch , wenn man die obern und untern 

Zeiger vertauscht. Zieht man die zwei ersten Gleichungen (1) von einander ab und 
1 2 

multiplicirt mit y^ , so ergiebt sich 
A^A 

12 12 12 

a^ a^ + Oj Oa + «.» «h = Oi u. s.f. ; 

wo auch die ob*ern und untern Zeiger mit einander vertauscht werden dürfen. 

12 n 

Durch die Gleichungen (3) sind die Grossen A^ A^ A gegeben. 

Differentiirt man diese Gleichungen , so erhält man 

dxx dA dA dl 

Ai A\ Ax 

oder auch 

j 1 j 2 ^ « 

2p 2p 2p 

11 2 
Hieraus folgt vermöge der zwischen den Grossen aj, 04, Oj, bestehenden 

Relationen : 

Crellet Joaroal f. d. M. Bd. XLin. Heft. 1. 4 
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~\2i/ \2©/ \2©/ 



5p/ \:ap-^ vjp 

In diesem Ausdrucke fällt das erste Glied weg, sobald man 

a?i« xa» X»* 

— + — + — = 1 

als die ursprünglich gegebene Bedingung ansiebt, welcher die im Integral 
f^iflxi + dx^ + dx^ vorkommenden Variabein unterworfen sind ; denn 

dann wird A constant, und es bleiben nur noch A^ A^ A^ A als unter sich 

unabhängige Yariabeln übrig , deren Werthe innerhalb der oben angegebenen 

Gränzen enthalten sind. Für Ax z* B. sind diese Gränzen durch 

11 9 11 

Ax — A^^i < Ai < Ai — An 
bezeichnet. Setzt man jetzt 

{9.) — a" =^ r<i äs , — ^ =^ K as , — ;; :^ K as , 

2p 2p 2p 

so folgt 

2 s 



(6.) X'^ + 'K^ + ^»=1 



\ dA \ dA . ? dA\ f\ dA . dJ\ 

2p 2p 2p/ V 2p 2p>/ 



etc. 



a 

a 3 n ]^ 

Gelingt es nun, für X;, X;, % solche Werthe zu finden, dass -, nur 

P 

3 

a ;i 3 ^ ■ ^ 

A, 3 nur^, u. s. f. als Variable enthält, und dass zugleich der Gleichung (6) 

P 
genügt wird , so ist die Aufgabe geloset In der That, wenn man sich irgend ein 

zwischen zwei festen Gränzen genommenes Integral y*J^ vorstellt, dessen Ele- 
mente den Bedingungen (5) nicht unterworfen sind, und beachtet, dass die 
Gleichung (7), vereint mit (6), auch dann noch richtig bleibt, so folgt aus derselben: 

n 

dA 



ids> IX— +1^— + Ix— 

%J ^ 2p •^ 2p «/2p 



Sind hingegen die Elemente des zwischen denselben festen Gränzen genommenen 
Integrals y*c/5 so aneinander gereiht, dass die Bedingungen (5) erfiillt werden, 
so folgt aus (7) : 
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«/ €/ 2p *^ 2jp ^ 2p 

Da nun die Integrale rechts, wegen der vorausgesetzten Trennung der yari2J>eIn9 
einzig von den festen Gränzen des Integrals y*£2^ abhängen, so darf man mit 
Recht schliessen, dass jedes Integral y*ii^, dessen Elemente den Bedingungen 
(5) nicht genügen , grosser ist, als dasjenige, für welches diese Bedingungen Statt 
finden. Also kommt die Aufgabe, J^ds zu einem Minimum zu machen, darauf 

a 3 n 

zurück, für A, A, A solche der Bedingung (6) genügende Ausdrücke zu fin-^ 

den, .dass die Quotienten 

XXX . . 23 n 

2,3, n Tesp. nur die Variabein j4, j4, A enthalten. 

P P P 

Da nach (4) 

2 S 2 2 

a __^ Ai ^t uiz An 

P 3133 an 

(A^A)(A^A) (A^A) 

3 3 3 an 

ist, so muss der Ausdruck für A' das Product (A — A) (A — A) zum Nenner 

a 
haben, und ausserdem nur die Variable A enthalten. Beachtet man aber den 

Zusammenhang zwischen den Gleichungen (I) und (3), so sieht man bald, dass 

der Zweck erreicht wird, wenn man 

3 3 n 

A« A* A« _ 

3 3 n 

X^ X^ A« _ 

3 3+ 33 + n 3 *i 

a 3 n ' 

A* A» A' _ 

cw(il-C) fti(il-C) (üAir-C) 

setzt, insofern daraus 

a a a a 3 a n-i 

A» — aaa4 a» » ®*C. 

{A-A){A-A) {A-A) 

folgt, und dann , um die Bedingung (6) zu erfüllen , co verschwinden lasst Die 

Gleichung 

(8.) IT H-F H-K — = Ö, 

A-C A-C A-C 



4 



• 
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a 



wenn daiin für %, u. s. f. die aus (5) sich ergebenden Werthe substituirt wer- 
den, ist also als eine erste Integralgleichung derjenigen n — 2 Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung anzusehen , auf welche die Variationsrechnung unsere 
Aufgabe zurückführen würde ; und da diese Gleichung (8) in Beziehung auf die 
Integrationsconstante C vom (/» — 2)ten Grade ist, so gilt sie auch für n — 2 
Integralgleichungen, die sich durch n — 2 besondere Werthe der Constante C 
unterscheiden. 

Setzt man der Kürze wegen 



^2>^ 3 2 12 2 

(^\ f^\— n^ iti^a ^5^4 An 

\^V l2| y— 2 12 22 9 % n^l » 

\x/ . (ii-iJ)(ii-C)(^-o (^-O 



etc.. 



2 3 n ^ ^ 12 n ^ 

so sind die Ausdrücke q, q, q ähnlich gebildet, wie p, p, p\ mit dem Un- 

.11.." 123 n-l 

terscbiede, dass hier die Parameter A, C ^ Q Cconstant sind und nur zuwei- 

2 3 n 

len ein variables A oder A, oder A hinzutritt. Wenn wir daher, um irgend 

2 2 3 3 

zwei zusammengehörige Variabein A, q^ oder A^ q, u. s. f. zu bezeichnen, die 
obern Zeiger weglassen und die Gleichungen 

'l "t" l "t- 1 — J f 

^1 A% An 

yjL .Vi . y^! _ 1 

2*"t" % "T* 2 X> 

Ci C^ Cn 

»-1 "t" n-l "T* i»-i J. * 

Ol Cj Cn 

^, "*" A, "*■ A" ~ * ' 

annehmen, wo (?, — Cj = ^, — y^,, u. s. w. sein soll, so folgt aus dem Früheren: 

y(dy,' + dy,' + dyn') = '2^i 

CdA 
wodurch die Bedeutung des Integrals I 2q ^" ^^^ helleres Licht tritt. 

Bezeichnen wir den Werth des Minimums des Integrals y*J^ mit s^ so ist 

/lAx C^A fdA fdA 

(10.) 5 = /— T-+ /— - + /-TT. 

t/ 2g •^ 2} ^ 2f 

Die Gleichungen (5) erhalten die Form : 
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dl «3 , dA 3 , dl " . 

2; 2$ 2} 

folglich, wenn man hier mittels (8) die Hiilfsgrossen A wegschafft: 



(11.) 



/ ' 1 dl^ C 1 il C 1 rfi 

il-.C2j t/^-.C2j t/il-C2j 

r 1 c/i / ^ 1 rfi ri_^— 

I % n-I a + I S »-I 9 "*■ f » »»-1 » ~ ^»-l» 

J A--C 2j J A-^C 2; J A^-^C 2; 



Hier bezeichnen Cj, c,, c^* die n — 2 wülkuhrlichen Integrations- 

constanten. Diese Gleichungen (11), vereint mit (1) und (9), losen nun die ge- 
stellte Aufgabe, yy(<irPi* + rfa'2' + dx/) zu einem Minimum zu machen, 

wenn -^ +-^ = 1 ist, vollständig; denn sie enthalten 2 (n — 2) willkuhr- 

At A^ 

liehe Integrationsconstanten, wie es die n — 2 Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung 

^'d$"'"'d»' •''rf« — »■ »• 'i' 

auf welche die Variationsrechnung die Aufgabe zurückführt, erfordern. End- 
lich giebt noch die Gleichung (10) den Werth des verlangten Minimums. 

Durch die Gleichungen (3, 9, 10, 11) sind die ursprünglichen Yariabeln 
Xi, x^, Xn als Functionen der einzigen Variabein s gegeben. Sollen jene 

a 3 n 

sämmtlich reel sein, so müssen die Variabein A^ A, A resp. innerhalb der 

ad » 

bei (1) angegebenen Spielräume sich bewegen, und die Grossen 9, (fy (jf 

müssen alle reel sein. Damit dieses Letztere sein könne, muss das aus 

n — 2 Factoren (die wir uns in wachsender Reihe geordnet vorstellen wollen) zu- 

a 3 n-l 

sammengesetzte Product (^ — C)(A — C) (A — C) zuerst positiv sein, und 

dann immer Zeichen wechseln^ während über A nach und nach die Zeiger 2, 3, 
••••• n gesetzt werden. Diese Bedingung kann aber dadurch erfüllt werden, dass 

a a 3 344 n-l n-l n 

A>C>A>C>A>C >A>C>A 

ist. Da es demnach freisteht, die Constante C im Spielräume von A oder in dem- 

3 

jenigen von A zu nehmen, u* s. f., so sind 2*~~" Hauptgattungen von Gesetzen zu 
unterscheiden, nach denen das Argument s die zugehörigexi Systeme abhängiger 
Functionen Xi, x^, Xn beherrscht 
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Die Gleichungen (ll)i welche das so ehen genannte Gesetz darstellen» 

sind nichts anders» als 

di da ds 

•"T — C3 , 5* -^ Cs, "i^zr = ^i»-i • 

dC dC dC 

Wenn man aber die untern Gränzen sämmtlicher Integrale dabin versetzt, 

wo s verschwindet , so müssen auch diese zweiten Integrationsconstanten €2, c^ 

verschwinden; d. h. der zwischen beliebig gegebenen .Gränzen genommene 

Ausdruck (10) für s^ als Function der darin enthaltenen ersten Integrationscon- 

2 3 »-1 

stanten C C C betrachtet rouss in Beziehung auf die Variation dieser Con- 
stanten stets ein Maximum oder Minimum sein. Was übrigens den Sinn der 
Wurzelgrossen q betrifft, so zeigen die unmittelbar auf (10) folgenden Gleichun- 
gen, dass sämmtliche Elemente "2^ zugleich mit ds positiv sein müssen. 

Die allgemeine Formel (7) ist einer identischen Verwandlung fähig, aus 
welcher die erst erwähnte Natur der Gleichungen (11) sogleich hervorleuchtet. Um 
Verwechslung zu vermeiden, wollen wir das erste Glied des dortigen Ausdrucks 
für ds^ mit dS^ bezeichnen. Dann ist nach der bereits in (10) vollzogenen Um- 
wandlung: 

ds=4^4 +4. 

2} 2q 2o 

3 % 

s ^^ 3 ^jI 

und wir haben es nur noch mit der schwierigen Umwandlung von X —5 A— i 

2p 2p 

zu thun. Dieser Ausdruck (2, 3) giebt zunächst, nach (9): 



(2 , 3) — IX I 3-3 3 — 2^ ä 1 
VA 2j l 2q/ 



Setzt man mit Rücksicht auf (8): 

wo über C und /u nach und nach die Zeiger 2, 3 n—l zu schreiben sind, 

so folgt 

2 1 3 s »3 

(12.) fitfi = — a a 4 — 2 .-1 > . etc. 

(C-O (C-Q (C-O 

fi/t _1_ ftu 

2 i 9 — — l,aa — H-^j" ; 

(A-C)(A-C) Xi (A-O» 
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also 

(2. 3)=b! 



3 la a'T'aiaj 



lili Z ' \ dA 1 </^\) 

Es lässt sich aber die innerhalb der Klanrnnern ( ) mit zwei Gliedern angefan- 
gene Reihe vervollständigen » weil z. B. 

ist. Die vollständige Reihe 

1 dl 1 dl 1 ^ 

^-C 2j 4-C 2g ^-C 2j 

ist aber nichts anders als — 2 -j^ = — 2djQ'. also wird 

wo das Summenzeichen sich auf die über C und /z zu setzenden Zeiger 2,3« 
71 — 1 erstreckt. Demnach verwandelt sich die allegmeine Formel (7) in 

(13.) ds' = dS^^ As(l l)\A - AfCs-r-^i d ||\ ; 

wo die mit 2 bezeichnete Summe sich auf alle Combinationen , zu zweien, der 

obern Zeiger von A und A erstreckt, und wo die Bedeutungen von l und fi aus 
(8) und (12) zu entnehmen sind* Dieser mit dxx^dx^ + dxn vollkom- 
men identische Ausdruck enthält schon in seiner Form die Lösung unserer Auf- 
gabe« Denn er zeigt unmittelbar, dass ^ zu einem Minimum wird, sobald die 

n — 2 Bedingungen J j^ = erfüllt sind. Wären nun schon die n — 2 Con- 
stanten C richtig bestimmt, so würden diese Bedingungen, vereint mit der Glei- 

•Z* « x ^ 

chung --f- +-7- = 1# gerade hinreichen, um den Verlauf des Systems 

Ax An 

(a?|) 072) a:„) in Function einer Variabcln anzugeben« Integrirt man aber die 

genannten Bedingungen zwischen den gegebenen Gränzen, so erhält man die 

SS a 3 ' n-i ^ 
n — 2 Gleichungen j^= 0, welche ausser C, C C nichts Unbekanntes ent- 
halten; denn, da die Gränzen bekannt sind, so ist offenbar 
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dA 



^ CdA Cdl CdA 

*^ = I — r+ 1~r + l~^ 

2 3 n-1 



eine gegebene Function von C, C, C. Diese Gonstanten werden daher durch 

die Forderung, dass die Variation jener Function verschwinde, gerade bestimmt. 
Dass dieses aber immer in reeller Weise geschehe, sobald überhaupt die beiden 

gegebenen Gränzen continuirh'ch durch reelle Yariabelnsysteme (xi, X2, ^») 

verbunden werden können, folgt daraus, dass alsdann alle möglichen, zwischen 
den gegebenen Gränzen genommenen Integrale yT/(drri* + dx2 + dxn) po- 
sitiv sind und es daher unter denselben wenigstens ein kleinstes geben muss. Giebt 
es aber ein solches, so werden durch ein einziges Element desselben, vermöge 
der Gleichungen (1, 4, 5, 8), die Gonstanten in reeller Weise bestimmt 

Die ersten Integrale der unserer Aufgabe entsprechenden Differentialglei- 
chungen zweiter Ordnung 

/■ ^ \ 1 ^^1 «^^9 ^dXn Xi X% Xn 

(14.) d-^:d-^: t^-^T« T,' Z' '' Tn 

können auch auf folgendem directem Wege gefunden werden. Die Unterschiede 

der Gonstanten Ci , Ca, C!», von denen eine unbestimmt bleibt, seien resp« 

denjenigen der gegebenen Grössen ji^, A^, An gleich, so ist 

Wenn man nun die beiden Reihen proportionaler Grössen in (14) das einemal 

™* §t § ^' das andrcma! mit ~^ , ^^ , ^ mulüplicirt 

und addirt, so erhält man die Proportion 

"ö . • ^ n^m^ j» — 2 An' 



C "^di '^Cdi'^dt —^AC'^ACd9 
oder 

, xdm rfx* j dg* 

^^^ Cdi ~ ^ Cd9 _ ^^^Cd^ 

und nach geschehener Reduction : 

Sieht man das Gesetz, nach welchem das System (orj, x^. ar„) von einer 

einzigen Variabein abhängt, als gegeben an, so ist der eingeklammerte Ausdruck als 
gebrochene Function von C zu betrachten, die zugleich mit C constant ist, wäh- 
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rend jene Unabhängige sich verändert, und deren Zähler vom Grade n— 1 ist. 
Also wird es im Ganzen auch n — 1 bestimmte Wcrthe von C geben, für welche 
die genannte Function verschwindet. Einer derselben, nämh*ch A, ist schon durch 

die Gleichung -S" -^ = 1 gegeben ; folgh'ch können noch n — 2 Werthe von C 
nach Belieben angenommen werden, für welche die Gleichung 

besteht. Dadurch bekommt man gerade die volle Zahl erster Integralgleichungen. 

Die bisher gewonnenen Ergebnisse sind durchaus nicht auf den Fall be- 
schränkt, wo die ursprünglichen Yariabeln a:|, a?^, ar„ einer einzigen quadra- 
tischen .Bedingungsgleichung unterworfen sind, sondern sie gelten auch dann 
noch, wenn entweder alle ursprünglichen Yariabeln a:|, 072» ^» unter sich un- 
abhängig sind, oder wenn dieselben mehi;eren quadratischen Gleichungen von der 
Natur der Gleichungen (1) genügen müssen. 

Der erste dieser beiden Fälle ist, wie Herr Prof. Jacohi in der erwähnten 
Abhandlung bemerkt, dadurch besonders merkwürdig, dass für denselben zwei 
äquivalente Lösungen Statt finden. Bei der einen sind die ursprünglichen Yariabeln 

Xxi oc^, x^ lineare Fuuctionen irgend einer aus ihnen; die andere beruht auf 

ähnlichen Gleichungen wie (11), also auf Abelschen Integralen. 

Wird die identische Formel (13) für den unbedingten Fall eingerichtet, 

1 a » 13 n-l 

was n Yariabeln -4, -4, ••••• A und n — 1 willkührliche Gonstanten C, C, ••*•• C 
erfordert: so enthält sie die Lösung der Minimumsaufgabe, zugleich für den un- 
bedingten und für alle bedingten Fälle. Sind z. B. die drei Bedingungen 

12 3 

A = const , A = const , A = const gegeben , so lasse man nur drei arbiträre 

112 2 9 3 

Constanten eingehen, indem man C = A, C=s A, C=^ A setzt. Dann bleibt die 

Formel (13) immer noch richtig, und man wird die Bedingungsgleichungen für 

das Minimum und den YVerth desselben eben so gut daraus entnehmen können, 

1 
als es vorhin bei der einzigen Bedingung A = const gesc(iah, welche die Setzung 

2 1^ 

C = A nach sich zog. 

YVenn die beiden Systeme von n unabhängigen Yariabeln (xi, x^^ x^ 

1 2 n 

und (-4, A, Ä) durch die Gleichung (1) oder (3) verknüpft sind und man setzt 

Jm\ ji% J§^ • • . • • An 

99 = 1 2 ;j=i I 

Grelle I Jooratl f. d. M. Bd. XLUI. Heft 1. 5 
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wo A und q nach und nach mit den obern Zeigern 1, 2, 3. n zu versehen 

sind; ferner ^^ /^^^ ^^ ^ n^ ^ /^ 

^ 2q ^ 2q ^ 2q ^ 2q 

1112 1 n-1 119 9 9 »-1 

11 _( A-0(^~C) (A-O a. _ (A-0(4-C) jJ^O ^ ^ ^ 

{A — QiA^A) (4-A) (A^A)(A^A) (A^ji) 

1121 nl 1922 n 2 

/^/^— — 2 1 3 i ^im, r f ^^ ""■ 1 2 3 2 n-l 2 * U. S, W., 

(C-0(C-O (C-O (^-0(^-0 o^-o 

so ist dx^ + dx2 dx^ 

= J5» + 4r(U)'(^-^)M2— r— ^^^^2 d^) ; (130 

wo die eingeschlossene Summe sich auf die obern Zeiger 1, 2, n — 1 über 

Cund fii, die Summe £ dagegen auf alle Gombinationen , wie (1, 2), die aus 

den Zeigern 1, 2, n über ^ und X gebildet werden können, sich bezieht. Soll 

nun das lnXeg;cd\y\dx^+dx\ + dxn) zu einem Minimum werden» so müs- 

19 n 119233 ii.i»-.ia 

sen X, h X rcel, d. h. es mvA% A>C> A>C>A>C >A>^C>A 

12« 

sein und die Yariabeln A^ A, A müssen durch die n — 1 hyperelliptischen 

SS 68 
Differentialgleichungen mit getrennten Variabein d-7- = 0, ^-^- = 0, 

d -SIT = als Functionen einer Yariabeln gesetzt sein. Dann ist S der Wcrth 
iC 

des verlangten Minimums. Vergleicht man die Differentialgleichungen 

— + "^1 "< — i = dö , 

2q 2q 2q 

^ dJ ^ l dA ^ 1 dA i ^ -1 

1 r+2 2 + '^ ^ = [C, C, C] 

il-C 2q A^C 2q A^C 2j* 

mit den identischen Relationen 1 1 22 n» 

Xl + Xl + AX = 1, 

11 22 nn 

XX XX XX 

so ergiebt sich 19 » 

dA 11 ,_ rf4 «« ,^ rf^ »» ,^ 

I = Aa . ao, — i = Ail. öo, -;p = ü . diS. 

2q 2q' 2q 
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Da nun oben für das Minhnüm die Forderung der Realität ider Grossen l aufge* 

stellt worden ist, so folgt, das beim Wachsen von S die Incremente aT sämmt- 
lieh positiv zu nehmen sind. 

Setzt man jetzt, wie in (3)> x, = Vi ^^^^^'^' '(d^^^n) ) "" '' ^* 
und bezeichnet die Änfangswerthe dieser Grossen mit Oi, u. s. w., so haben die 
obigen hyperellyptiscben Differentialgleichungen folgende algebraische Integral- 
gleichungen: a?i — Ol = ßiS f a?a — Ö2 = ßiS ^ Xn^-Qn = ßnS, 



,111 s a 2 

s.w. 



A = ^i| 1 + 1 + n ), «• 



' Werden die n letzten Gleichungen auf den Anfang des Integrals 5 bezogen, so 

sind dadurch die Constanten ^1, ß^ /3» in Functionen der Gonstanten C und 

der Änfangswerthe der Yariabeln A bestimmt 

Setzt man ji = 3 und betrachtet die ursprunglichen Variabein x als recht- 
winkUge Coordinaten eines Puncts im Räume, und die Variabein A als Parameter 
der drei durch diesen Punct gehenden confocalen Flächen, so geboren die conti- 
nuirlich aufeinander folgen(Jen Variabelnsysteroe (orj, x^g^ x^), für welche das Inte- 
%r^JX}/ dxi+dx2+dx^ zu einem Minimum wird,. einer Geraden an; die Con- 

stauten C, C sind die Parameter der beiden confocalen Flächen , welche diese 

Gerade berühren, und das Integral I kt ist ein Stück der durch den Durchschnitt 

der beiden Flächen C und C gebildeten Krümmungslinie, enthalten zwischen den 
beiden Flachen A^ welche den Grenzen des Integrals entsprechen. Diese Krüm- 

mungslinie wird freilich imaginär, wenn die Flächen C und C beide zugleich 
einfache Hyperboloiden sind, oder, wenn sie auch reel ist, kann sie doch von 
den beiden Fjächen A^ wofern diese mit einer der beiden C zur gleichen Gattung 
gehören, nur imaginär geschnitten werden. Dessenungeachtet haben die drei 

Integrale / -^i immer reelle Werthe, obgleich höchstens nur eines derselben 

reel angeschaut werden kann. Schliesit man nun das Imaginäre der Lage von 
der räumlichen Betrachtung nicht aus, so folgt aus dem Vorigen nachstehender 
geometrische Satz : 

Eine Gewade im Räume und ein System confocaler Flächen sind ge^* 
geben. Diejenigen zvpei fon diesen, a^elchejene berühren, schneiden sich in 

5* 
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einer Krümmungslinie K. Durch zwei beliebige Puncte Af , N jener Geraden 
lege man zwei Elipsoiden A, zwei einfache Hyperboloiden A' und zwei dop^ 
pelle A'\ welche au/Kresp. die Stücke mn^ m'n\ m"n" abschneiden: so 
ist das Stück MN der Geraden, gleich der Summe mn + m' n'+m!'n'\ Va- 
riirt man jene Krümmungslinie^ so perschwindet die Variation dieser Summe. 

In einem ganz besondern Falle können alle drei Stücke mn, m*n', m'*n'' 
reel angeschaut werden. 

Es sei, um mit einer beliebigen Zahl von Variabein anzufangen: 

1 1 n-a n-l ^J 

c, = o,c^, = o, q,=o, c; = o, «ofoigiyy = 4, j^=dy4, 

dS=dVl + dVX + dKJ. . 0=^+^ +#ii. [^=2,3,..,]. 

Aju Am Am 

Die Integrale dieser Differentialgleichungen sind 

%+^ +^ = -V, [,-=1,2, n], • 

At A^ An yAi 

wo ßy ß^, ßn der Bedingung ßi+ß^ +ßn = 1 unterworfene Integra- 

tionsconstanten bezeichnen. Wenn man aber die vorliegenden Differentialglei- 
chungen direct integnrt, so ergeben sich die Gleichungen 

n4=Ü*:^ = y., [m = as, »]. 

wor^i positiv oder negativ zu nehmen , je nachdem ^ im Wachsen oder Ab- 
nehmen begriffen ist Das gleichzeitige Bestehen beider Systeme von Integral- 
gleichungen ist um so merkwürdiger, je verwickelter der Zusammenhang zwischen 
den Constanten ß und y ist, von denen doch die einen Functionen der andern 
sein müssen. 

Derselbe besondere Fall bietet sich im Räume dar, wenn die Gerade 
durch die beiden Focallinien geht« Die Krümmungslinie K ist dann der Durch- 
schnitt der Ebene der beiden Focallinien und fallt also mit der grossten Axe der 
confocalen Flächen zusammen. Da nun diese von jeder der drei Gattungen confo- 
caler Flächen geschnitten wird, so haben alle drei Stücke mn, m'/i', m"n" reelle 
Lagen. Liegt insbesondere der Punct M auf der Focalellipse und N auf der Fo- 
calbyperbel, so lege man durch M, in der Ebene der ersten, eine mit ihr confocale 
Hyperbel, welche die grosste Axe in m'' schneidet, und durch N, in der Ebene der 
letzten, eine mit ihr confocale Ellipse, welche die grosste Ai% in n schneidet: 
dann isxMN = m"n. 

Bern, im April 1849. ■■! 
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3. 

Eine eigentfaümliche Eliminations- Rechnung. 

(Vom Herausgeber.) 



In einer Abhandlung Lagrangifs über die Theorie des Schalles ^ im er- 
sten Bande der Turiner Miscell. phiK njath. vom Jahre 1769, kommt die Auf- 
gabe yor: 

Aus den m — 1 Gleichungen 

1^1 sin y + Y2 sin 2cp + jtj smSy +y«-.i»in(m-l)y = 5i, 

\yi sin2(p + y^ sin 49 + y^ sin 69 +y,^i$in2(m-l)9) = ^a» 

(!•) WisinSy + jtj sin 6y + y^ sin 99 +yai-isin3(m-l)9 = 5^, 

fyi$in(m-l)9-f-7asin2(m-l)9-Hy3sin3(m-l)9 +y,^isin(7n-l)'9 = ^„h-i» 

wo 9 der mte Theil von zwei rechten Winkeln, also 

(2.) m9 = TT 

ist« die unbekannten Goeßicienten )^i , y^^ y^ y^^^ durch die gegebenen 

Grossen ^n ^a^ ^3 ^,»-.1 auszudrücken. 

Da man zwischen den m-1 Gleichungen m — 2. von den m-1 Grössen 
y zu eliminiren haben würde, um eine ^einzelne Gleichung zu finden, die nur 
noch die eine, nicht eliminirte Grosse enthält und aus welcher diese dann ge- 
nommen werden konnte, so ist die Aufgabe wesentlich eine Eliminations* Auf- 
gäbe. Da aber die Zahl der Gleichungen unbestimmt ist, also sehr gross sein 
kann, so würde die Rechnung sehr weilläuftig und bald unausführbar sein. 

Lagrange bedient sich deshalb, um die Aufgabe zu lösen, eines eigen- 
thümlichen Verfahrens. Dasselbe ist zwar sehr sinnreich, aber ungemein weit- 
läufig; es nimmt, nächst unbestimmten Coefficlenten, goniometrische Rechnungen, 
den Gotesischen Lehrsatz, Sätze aus der Theorie der Gleichungen und der rück- 
laufenden Reihen, und Differentialrechnung zu Hülfe. 
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Folgendes Verfahren ist einfacher und bedarf nur allein goniometrisch'er 
Rechnungen. Der Herausgeber dieses Journals hat es zwar schon vor 23 Jahren 
niedergeschrieben; auch mögen einzelne Mathematiker schön selber daraufge- 
kommen sein: da es indessen , so viel dem Herausgeber bekannt, noch nicht 
öffentlich mitgetheilt worden ist und wenig Raum einnimmt, so möge es hier eine 
kleine Stelle finden. 

1. 

Es bedeute 9 einstweilen leinen beliebigen Winkel und es sei 

(3.) A = Jtp , /?, = §9) , ^3 = |9) , /?4 = 5q) = -.- /5. = ^^^y, 
so ist 

(5.) Ä+A-2(p , Ä+A«4<p, A+/?t-69 ß^+ß„^i mm 2(m^iyp , 

^ . ^ 1 + 2III — 1 

Prhpm ■■ 2 V =■ ^V 

Nun ist für zwei beliebige Winkel x und X: 

cos(x + A)8in(x — A) a (cosxcosA — sinxsinA)(sinxGOsA — cosxsin^) 

e9 cosxsinxciosA* — cosx^sinAcosA — sinx^sinAcosA + cosxsinxiiflA' 
« cosxsinx^cosAsinA 

oder auch 

(6) cos(x + A)sin(x — A) = 5sin2x — 5sin2A. 

Setzt man hierin der Reihe nach, x = ^3, ^3, /?4 ß^, ßy und zugleich 

X=^ ßy ßiß ßi ß^ und dann die obigen Werthe der ß aus (4 u. 5), so erhält 



man 



(7.) 



cos(/9a+/?i)siii(/?s— /9|) oder 0082981119 ä }sin2/9s— isin2/9i , 

cos09t+/'s)siD(/9s— /?«) oder 0084981119 ■■ jsin2/9«— ^8in2/9a , 

cos(/94+/?,)8inO?4-^/9a) oder 008698109 » ^8in2/94— |8hi2/?, , 

cos(/J„+/?„.»,)8iii(/9„.-/9„,-,) oder 0082(«i-l)9siD9 » }8in2/?«-5sm2,^i , 

008(^1 4-/9m)sin(^i—/9„,) oder — 008Jii98in(iii-l)9 » isin2/?i— $81112/9.. . 
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Die Summe aller dieser Gleichungen giebt, weil rechts Alles sich aufhebt: 

[cos2 9-1- cos 4 9+ cos 6 9 +cos2(m— l)g)]sing) — cosi7ig)sin(m — l)g) = 

und daraus folgt 

(8.) cos29-|-cos49) + cos69) +cos2(m — 1)9 = gjj^ , 

oder auch, weil cos29 = cos 9' — sin 9' = 1 — 2sin9' , cos49 = 1 — 2 sin 29* 
u. s. w. ist: 

l-2sin9»+l-2sin29»+l-2sin39' +l-2sin(m-l)9'==:''-^^^!^^^^^=^ 

oder 

(9.) sin9»+sin29»+sin39' + sin(m-l)9» = 1(^^-1)- ''^'''^^^^^'^'^ • 

Schreibt man in diesem letzten Ausdrucke \n(p statt 9, wo /i- eine behe- 
^^^ ganze Zahl sein mag, so ergiebt sich 

(10-) sinj/i9'+sin/i9»+sini V +sin|7i(m-l)9^=Km-l)- '''''''^ri^^y'^"'^ ' 

2. 

Nun sei der (viUkührliche Winkel 9, wie in (2), 

(11.) g) = £. 

SO ist 

\nmtf:=f\mt und 5/i(m — 1)9 = j/itt — |n9, also 

(12,) cos|nm9 = cosi/iTt und 

(T3.) sin}n(m — 1)9 = sin^n7rcos|n9 — cosJn9rsin3n9; 

folglich ist in (10): 

.^M V cosInmysin ^ nCut— l)y cos^ngg 8iD|n^ C08}ny — cosS n^* sinlny 

^ •-' 2Än\n<p 2wi\n(p 

\ünnnc os\n(p . 1 « 

2Sij;r9 = 5co»5^^t 

oder, wifl sin 7»« ^t jedes ganzzalige n gleich Null ist: 

...v eoi\nmtpAn\n{m^\)(p , ' . 

^"•-^ 28inin9 jcos.nTr . 

Mithin ist in (10) für jedes ganzzalige 71, welches nicht Null ist. 
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(16.) sinjnqp*+sin7i9'+ sinf/ig)* +sin\n(m-l)(p^ = |(m-l) + }cos|nw*. 

Für fi = gilt dieser Ausdruck nicht; denn dann ist in (14) zwar sinn^r gleich 

Null, aber auch 2sinjwg) ist gleich Null; also ist dann rechts in (14) * 2sin nX^ 

nicht Null, sondern = q . 

Ist in (16) n gerade so ist cos^fiTr = db 1, also cosJ/itt^ = 1; ist n un- 
gerade, so ist cos|/i7r = 0. Also giebt (16) 

(17.) sinjny'+sinny'+sinl/iy' +5*n5^('"-l)9>>J(«i-l)wenn«uii*era&ist. 



3. 

Es ist femer für zwei beliebige Winkel oc und A: 

sin| (x + Xy— sin J(^ — ^)* 
=z. (sinJxcosjX/ + cosJxsin|X)' — (sin|x cosjX/ — cosJxsinjX;)* 
= 4sin}xcos|x sin^X/cos^X/ oder 

(18.) sin 5 (^ + ^y "- sio j (x — A)* = sin x sin A • 
Man setze 

(19.) X = £g) undyl= /xg) , 

'wo £ und fii beliebige ganze Zahlen sind, so giebt (18) 

(20.) sineqp sin^g? =: sin|(£ + ^) y* — sin2(e — /ll) 9*. 

Setzt man nun in (17) zuerst n = €+/Uf so ergiebt sich für 9 = ~ : 

(210.inJ(.f^V+«in(«+/*)9Hsmi(e+/.V'--+?inK«+/*X«-l)9''{4„.l)^ennJ^ 

Dieser Ausdruck gilt für jedes n^=s e + /jl, welches nicht Null ist ; also 
auch für e=z /u. 

Setzt man n = c — ^, so ergiebt sich 

is»\m, wennB-fM gerade Jini 



(22.) sbKe-/.V+8in(«-^)^Hsin|(..^V--'+sinKe-,X^^^^^ \4(:.iy.enn..7ungrraäei,i. 

Dieser Ausdruck gilt ebenfalls fiir jedes n=:e — /Uf welches nicht Null 
ist, aber nicht für n = , also nicht für e = /ll. 

Die beiden Ausdrücke (21 und 22) gelten demnach zugleich zwar sonst 
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für jeden Werth von e und /u, aber nicht für e gleich fu Für e = /i gilt nur 
der Ausdruck (21) allein. 

Nun sind e + /u und £ — /i immer zugleich gerade, oder ungerade» was 
auch £ und ^ sein mögen; dann sind e und /i Ä^/c/^ gerade, oder beide ungerade, 
so sind e+/jL und e — /u beide gerade; sind e und /u, das eine gerade, das an- 
dere ungerade , so sind e H-- /x und s — /i beide ungerade. Also giebt (22) von 
(21) abgezogen, für alle Werthe von s und /u, die einander nicht gleich sind, 
immer Null, nemlich entweder } m — } m = 0, oder } (m — 1) — } (m— 1) = 0. 
Demnach ist immer 

(^\ |+s'"K«+f*)»'-*-™C«+^)9*+«in|(e+fi)?p' +linj(€+fi)(«i-.l)7>* j _ 

V^--> |-sinJ(6-^)y*-sin(6-^)<p*-8ln5(6-./t^)9>* -siiij(«-iu)(«i-l)9;«l ~ "' 

für alle e und ^, die einander nicht gleich sind. 

Zufolge (20) ist 

isinj(«+/x)g)' — sin}(s — ^)g)* = sine^ sin/xy, 

pin (6+/x)9)' — sin(« — /x)g)* = sin2<9sin2/x9) , 

v"^*) <sin| («+/!) 9' — sin5(«— /i)qp'= sin 3 €9 sin 3^9 • 

isin} («+/a)(/w— 1)9*— sin} («— ^)(m— l)9*=sin(m— l)«9sin(m— 1)^9 ; 

also giebt (23) 

(25.) sine9 %\ufi€p -|- sin2e9 sin 2^x9 -f- sin3e9 sin3/x9 
+sin(m — l)e9sin(r/i — l)/<^7 = 0, 

für alle • und ^, die einander nicht gleich sind. Für « gleich ß gilt nur der 
Ausdruck (21), und derselbe giebt, da für « := ^, $ + /u eine gerade Zahl ist, 
zufolge (21): 

(26.) sin^9*+sin2^9'+sin3/x9* +sin(m— l)/a9' =^m 

für jedes beliebige /a > und < m. 

4. 

Vermittels der beiden allgemeinen Ausdrucke (25 und 26) lässt sich nun 
die Auflosung der Aufgabe unmittelbar wie folgt losen. 

Man mifitiplicire nemlich die gegebenen Gleichungen (1) der Reihe nach 

mit sin/x9, sin2^9, s\n3/u(p sin(m—' 1)^x9, wo /x eine beliebige Zahl 

zwischen und m ist, nehme die Summe von Allem, schreibe aber jedesmal die 
Crelle't Joania| f. d, M. Bd. XLDI. Heft 1. 6 
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gerade unter einander stehenden Glieder je in eine horizontale Reihe, so er* 
hält man: 

jTi [sin g)sin/xgD + sin2g)sin2^9 + sin3g)sin3^(p 

+ sin(m — l)9sin(m — l)/<^9] 

i +/a [sin29sin^qp + sin49sin2/xgD + sinGcpsinS^g) 

• •• + sin2(m — l)qpsinfm — l)/i(p] 
1+73 [sin3g)sin^9 + S]n6g3sin2/xg) + sin99sin3/a9) 
+ sin3(m — l)cpsm(m — l)/t6g3] 



(27.) 



\+yfi [sin/xg)* + sin 2 ^9^ +sin3/ag)^ 

sin(/?. — l)/xg)' ] 



+Jn»-i[sin(m - 1)9 sin^ 9 + sin2(m - l)cp sin 2^ 9 +sin 3 (m - I)9sin3^a9 

sin(m — l)*g)sin(m — l)/^''^] 

\z=: 5^sin,a9 + 52sin2/x9) + 53sin3^ag) +5,„_isin(m — l)/^^). 

Nun giebt die Gleichung (25), wenn man darin der Reihe nach e = 1 , 

2, 3 m — 1 setzt, (mit Ausnahme von $ = /jl, für welchen Werth von « 

die Gleichung (25) nicht gilt) grade die Factoren von 71,^2, y^ Jm-i in (27) 

(mit Ausnahme von y^). Alle diese Factoren sind demnach zufolge (25) gleich 
Nidl. Der Factor von j^ in (27) seinerseits ist nach (26) gleich \ m. Also bleibt 
von (27) nichts weiter übrig als 

(28.) y^ . \m = 5isin/xg)+5asin2/ay +.93sin3 ucp + 5^«,sin(r* — l)^g) , 

und daraus folgt 

2 
(29.) y^ = - [^isin/xy +5asin2/xg) -^s^sxn^/m.^ +.y«.isin(/w — l)^g)] . 

Dies ist der gesuchte Ausdruck aller y in (1); denn es kann darin ^ = 1, 
2,3,4 m — 1 gesetzt werden. 

Das Ergebniss (29) slimmt genau mit dem, welches Lagrange findet, 
überein. 
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4. 

lieber die Reste, welche bei der Anwendung 
des Sturm sehen Satzes vorkommen. 

(Von dem Herrn Dr. Bälermaim zn Cöln.) 



§ 1. 

JLIurch den AS/£/r/7ischen Satz hat die Bestimmung der realen Wurzeln 
höherer Gleichungen theoretisch jene Vollendung erreicht, welcher sie fähig ist, 
und eine Arbeit von Cauchy hat für die imaginären Wurzeln Dasselbe geleistet 
Dagegen hat die practische Auflösung der Gleichungen keinen ähnlichen Gewinn 
aus den erwähnten Leistungen dieser berühmten Mathematiker gezogen, weil die 
Berechnung der zahlreichen Coefficienten , welche in den Resten vorkommen, 
eine zu ausgedehnte Arbeit ist und der eigentlichen Bestimmung der Wurzeln 
vorangehen muss ; auch giebt der «S/i/rmsche Satz keinen Aufschluss über den un- 
mittelbaren Zusammenhang der Coefßcienten der Gleichung mit denen der Reste, 
und noch weniger tlber die Beziehungen jener Coefticienten zu den Wurzeln 
der Gleichung. Letzterer Mangel rührt namentlich von dem bisher allein ange- 
wendeten Verfahfen des grössten gemeinsamen Theilers her. In dem Folgenden 
theile ich ein anderes mit, welches in dieser Beziehung mehr zu befriedigen 
und auch für die practische Berechnung dem üblichen nicht nachzustehen scheint. 

In einer frühern Arbeit, (Band 33 dieses Journals) habe ich gezeigt, wie 

m 

ZAa • «« 

der Quotient ^ in den Kettenbruch F{a^ a^) — \\ (flr^+Ä::(ai+ar: (flaf ••. +^:flr) 



1_ 

— X 
^oH X 



öa-l-- 

• X 



6' 
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entwickelt werden kann. Es ist a. a. O. dargethan, dass: 

l — F(a^, OaJ cond m>n, und l = F^a^, aa—i) cond m<n. 



Für den «S/i/rmschen Satz ist m = /i — 1, also 
»-1 

(1.) \ =F(£j.,a,^,)- 

2Ba*af^ 

Mit Anwendung der dort eingeführten Zeichen ist dann : 

w-l 


WO der Kürze wegen 2n— 1 = /x gesetzt ist. 

Offenbar wird diese Gleichung befriedigt, y9tnn{ai,af^^'=zA,Vknü{a^f)^ 
= B, für alle Werthe von 5 = bis j sp /i — 1 in der ersten Bestimmung und 
bis ^ssn in der andern ist; denn es werden dadurch beide Quotienten identisch. 
Es Hesse sich aber auch leicht zeigen, dass, abgesehen von einem, allen Coefficien- 
ten A und B gemeinsamen Factor, nur auf die angeführte Weise der Gleichung 
(1) Genüge geschehen kann. Aber auch dieser gemeinsame Factor kommt zu 
Statten. Es ist nämlich, seiner Entstehung nach, der Coefficient (£7o>^/i);i4.i= 1 • ^^ 
muss auch B^^^i^ = JB . = 1 gesetzt werden. Nach Abzug dieser Gleichung, 
bleiben zur Berechnung der ^+ 1 = 2n Theilnenoer a des Kettenbruchs noch 
folgende: 

/(öe,a^ —B^\ (öotö;,), = jBi; {a^,a;)^=z B.\ {a^aj)^=B^\ 

\ {o^o^^i^B^i\ 

^ *^ )(öi.ö^)i = A^\ (ö|, a^ = Ai ; (ö|, ij^, = A,\ (öj, o^^^ =s ^^; 

\ {flu Ö/i)a-1 = -4ü-l • 

Gesetzt nun durch die Auflösung dieser Gleichungen, deren Anzahl 2/i 
fflr die Bestimmung der 2/»TheiInenner nothig und hinreichend ist, wären diese 
sämmtlich gefunden, so wäre damit scheinbar für die Anwendung des «S/i/rmschen 
Satzes noch wenig geschehen ; denn einmal unterscheidet sich der Kettenbruch 
vou dem , welchen Sturm anwandte , schon seiner allgemeinen Form nach , und 
dann sind es auch gar nicht die Theilnenoer, welche bei der Auflosung numeri- 
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scher Gleichungen in Betracht kommen, sondern die Reste, welche bei den ver- 
schiedenen Divisionen bleiben. 

§2. 

Die Form des Kettenbruchs, welche Sturm anwendet, geht aus der obi- 
gen hervor, wenn man in (1) x"^ statt a; setzt. Dadurch erhält man zunächst 

-S = 1 : (flTo + o:"*: (ox + ar"*: (oa + + ^'■*- ö^) • 



Multiplicirt man noch links und rechts mit x''^ und schafTt dann rechts die nega- 
tiven Exponenten durch Multiplication weg, so erhält man nach einander: 

= l:(aQa:+l:(ai+l :(iija?-*-l : (öj-*- + l:(fl^-i.a;+l: a^J. 

Bezeichnet man diesen Kettenbruch, von dem Theilbruche l : a^^i an bis zum 
Ende, mit R^^^u ^^ ist 

und eine leichte Entwicklung giebt 

Tt ^A i: «;^! 

Wenn man in die Gleichung für r der Reibe nach die ganzen Zahlen von 1 bis 
n — 1 setzt und die erhaltenen Relationen mit einander verbindet so ergiebt sich 

J — l \:a^ 

^D _« af«-i-l:ai ~^ — i l:iu* 

• • a4'«-f-l:a,+l:a»— • 



l:a* 



V»-« 






«1 






• ata40»9-f-a8+a»— 
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Oa— 4 * dal X 



Wenn man noch hinzufügt , dass 

^ar-l . Oir . flfjr+l + (ö2r-l + «2.^1) ^""^ = -2 (fl^2r-l)Ö2»H.l)2a ' ^"" 

ist und in die letzte Darstellung des hergeleiteten Kettenbruchs wieder cc"^ statt x 
setzt y so geht sie in 

n-l 

i = «1- [^(^0töi)2a.^*— fl3a:*:[j?(öi,aa),a'^*— öia5^*'-[-^(ö3»Ö6)2a-^"- 

f ^' ' ^^ — o^ • o^a^: 2{a^-2)a^)2a . ^T - 

n-l 

2Aa'Xf^ . V -I 

über. Da^ = v/^^' J a — T" nach Gleichung (2) ist, so zeigt die letzte 



Darstellung , dass die Theilnenner dieses Kettenbruchs nach derselben Bildungs- 
regel aus drei aufeinander folgenden Theilnennern hervorgehen« wie der Divi* 
sor des gegeben Quotienten aus allen. 

Der Kettenbruch in (4) ist nun zwar nicht gleich dem gegebenen Quo- 
tienten (1) selbst, aber doch einem von derselben Allgemeinheit« der sich von 
jenem nur durch den entgegengesetzten Potenzenfortschritt unterscheidet« und 
hat die Form« wie sie fflr den «S/i/rmschen Satz verlangt wird. Dies Alles freilich 
gilt nur unter der Voraussetzung« dass die Gleichungen (3) nach den Theilnen- 
nern a aufgelöset« oder diese auf irgend einem andern Wege berechnet sind. 
Es werden aber gerade bei dem «S/i/rmschen Satze die Theilnenner , deren Form 
hier 02r-i • 02r • Ö21H-1 • ^ + Ö2,wi + a2r+i ist« nicht benutzt, und nur die Reste« 
welche bei der beiläufigen Entwicklung eines Kettenbruchs entstehen « kommen 
in Betracht. Diese jedoch können aus dem obigen Kettenbruch nicht unmittelbar 
erkannt werden. 

§. 3. 

Wie einerseits die Theilnenner durch fortgesetzte Division der Reste in 
einander entstehen« so lassen sich auch umgekehrt diese aus jenen wieder zusam- 
mensetzen. Es ist dazu nur nöthig, vom Ende des Kettenbruchs anfangend« 
zwei, drei, vier u. s. w. Theilbrüche in ihrem Zusammenhange aufzufassen und 
das Ganze in die Form eines Quotienten zu bringen. Dividend und Divisor die- 
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ses Quotienten sind dann zwei aufeinander folgende Reste , und die ganze alge- 
braische Function von or» welche bei einem Quotienten als Divisor vorkommt, 
muss bei dem folgenden als Dividend erscheinen; höchstens mit einem 
Factor, welcher auf das Zeichen keinen Einfluss hat. Indess die Entwicklung 
des Kettenbruchs (4) aus der Form (1) giebt im Allgemeinen über die Bildung 
der Reste Aufschluss und macht jene weitläufigen Rechnungen überflüssig. Es 
ist nach dem vorigen Paragraph 

i'RN H J! i'a\r^l 

^p.) xia^i Ojr-i" aar •«-l-l:aa^l-^B2r♦.^ ' 

und da die rechte Seite den Kettenbruch (4) vom Theilbruche ^ ^ , j-^ — ^^TFo 

an bis zu Ende darstellt und also, in einen Quotienten verwandelt, einen Rest als 
Dividenden und den vorhergehenden als Divisor enthält , so giebt auch die linke 
Seite dieselben Reste. Es ist aber 

R^r-i = 1: (ö2r-i + l" (öir^H- + 1: (ö^-i .^+1: a^) 

und {q^r^iyQf^^a == Ö2r-J ' (^^Zr) ^'/t)2a + (ö2r*.i) fl^;t)2a-2 • 

2r4a)öji*)2a--2 
Ö2r-1 

2'(a2r-l > g/t)2a ' ^""^ -S'Cöai-^i , ö;4)2a-.2 ' ^P"*" 



, , V (ßlr^l)Of^la (a2l^+l) ö/*)2a-2 
also (a2r)fl;.)2a = — ^— ^7;^, 



Demnach ist JS{o^, ^idia »^"^ = 

und -R2*-i = ":;; 



\ ^( gZr+l,a;t)2a-2'g"^ 

^*^* ~ a2r-l a2r-l ' -2(a2r-l , ö;» )l« ' «"^ 



(6.) oder R^,-^^^^^^—^^ -^(02.-1, a,)2«.x- ^ 

wo im Dividenden noch a + 1 statt a gesetzt ist, weil vorher a^ 1 sein musste. 

Wir hätten nun nur nöthig, den Dividenden und Divisor mito?"*^ zu multi- 

pliciren, um zwei aufeinander folgende Reste» den einen im Dividenden, den andern 

im Divisor zu erhalten, wenn der Factor-- — nicht dastände, oder derselbe 

' Ö2r-1 

immer positiv wäre. Um den Einfluss dieses Factors im Allgemeinen zu be* 
urtheilen , gehen wir von der Gleichung (5) oder von der gleichbedeutenden aus, 
nämlich von: 
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und setzen in dieselbe die Ausdrucke, welche die Formel (6) giebt. So erhält man: 

und daraus: 

oder wenn man in dem Quotienten links den Dividenden und Divisor mit x^^ 
und im Subtrahenden rechts mit ^"~^~^ multiplicirt, so ist: 

Wenn also Xifhg^x^a^.aT'^^ und -^(öj,^!, ö^)^ . a:"'"*'^"* zwei aufeinander 
folgende Reste sind, so ist der nächste Rest: "z— * 2(ja^r^ 9 a^ . oT'*^^'^ . 

In ähnlicher Weise lässt sich nun noch die besondere Gleichung 

11 

f ^" ' ^'^ ^ i> gpfli^H-l 1 ^(fl3> g;t)aa> g^"""^ 

;;zi = a^x + iti = ^^n » 



herleiten, welche zeigt, dass der erste Rest — «2(03, fl«)^-^"^"^ i^*« Setzt man in 

die Gleichung (7) der Reihe nach r = 1, 2, bis frf r— 2) und multiplicirt aus- 

serd links und rechts noch mit den bereits gefundenen Factoren der Reste, so 
findet man die wirklichen Reste, welche beim Af/rm'schen Satze vorkommen. Auch 
geht aus der Gleichung (7) als Regel hervor, dass jeder Rest JS'Cöj^^, ö^)2a"^''""''""*"' 
zu dem das Zeichen mitbestimmendem Factor des zweitvorhergehenden Restes 
-2(a2r-i.ö;i)aa-^*^"^ Hoch den Quotienten ^ir-i : ^3^2^^! hinzufügt ; und diese Regel 
genügt zur Bestimmung dieser Factoren. Einige der ersten Resfe sind daher: 
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Das Zeicheo, welches der hergeleitete Factor hat» ist das des Products 
aus allen vorhergehenden Theilnennern 13 mit ungeradem Zeiger; dieses Zeichen 
allein muss beachtet werden ; der absolute Werth des Factors ist für den Sturmr 
sehen Satz gleichgültig. 

§. 4. 

Pie Anwendung des 5/i/rmschen Satzes hangt nach dem Vorhergehenden 
von der leichten Berechnung der Coefficienten der Reste JSCö*wi,£7^)i«.ir*"*^^ und 
von der Bestimmung des Zeichens der Theilnenner a mit ungeradem Zeiger ab. 
Jene aus den Theilnennern des Kettenbruchs F{a^ , a^ zusammenzusetzen, wäre 
nicht durchzuführen» weil diese selbst nur mittels grosser Rechnungen gefunden 
werden» schon wenn man das bekannte recurrirende und noch mehr» wenn man 
das unabhängige Verfahren anwendete. Aber eine Auflosung der Gleichungen 
(3) giebt auch recurrirend nicht nur die Coefficienten {a^^i^ o^^^ für alle hier 
möglichen Werthe von r und ^» sondern auch zugleich die Theilnenner a. 

Es ist (Or 9 a;i)lH4 = f^rip^l f ^;i)lf+a + (ßr^ t ^^ \ 

folglich 

(9.) {a^x , a^2» = (ort O/iW» — o/fl^u o^i»^ 

Die Anwendung dieser analytischen Relation entwickelt aus den Gleichun- 
gen (3) Alles» was oben erwähnt ward. 

Ohne alle Rechnung ergiebt sich aus (3) a^ := (g ^ aJi, ^^ IT * ^"^ *®^^* 
man in (9) r =s 0« so ergeben sich in der Form 

für die Werthe von ^ = bis ^ = n — 2 eine Reihe von n — 1 Ausdrücken» 
welche zwar nicht zu den verlangten Coefficienten gehören» aber die Berechnung 
derselben erleichtem. Sie sind die Coeffidenten von JS^a^ , a,^ . o?"""^* . Diese 
ganze Function (/i — l)ten Grades ist» ohne selbst einer der Reste des Ketten- 
bruchs (4) zu sein» denselben ganz ähnlich» und möge Hülfsrest genannt 
werden. Wenn die Coefficienten B und A in zwei horizontalen Reihen unterein- 
ander stehen» so ist das Schema der Berechnung dieses Hülfsrestes äusserst ein- 
fach: man multiplicire A^x mit a^ und ziehe das Product von ß^i ab, so findet 
sFch {og » ap)2,f welches unter A, zu setzen ist So findet sich zuerst 
(ö, » £7^)o = Bi — a^Ai. und daraus 

^ _ («if«/.)o 
Grelle*! Joanal f. d. M. Bd. XLUL Hea 1. 7 
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Auf ganz gleiche Weise berechnet man nun aus dem ersten Hiitfsrest 
und dem gegebenen Dividenden ^^«.o?"^"^ den ersten Rest mit Hülfe des ge- 



fundenen Theilnennersa« nach der Formel, welche aus (9) hervorgeht, indem man 
r = 1 setzt So wird abwechselnd Hülfsrest und eigentlicher Rest gefunden, und 
jedesmal aus den Anfangsgliedern einer neuen Coefficientenreihe und der vor- 
hergehenden durch Division ein neuer Theilnenner a berechnet. 

Ehe ich das angedeutete Schema an einigen Beispielen vollständig dar- 
stelle, leite ich noch eine Formel her, welche zeigen wird, wie die Coefficienten der 
Reste aus den gegebenen Coefficienten B und A und den vorangehenden Theil- 
nennern zusammengesetzt sind. Wir fanden oben 

und erhalten nun durch Einsetzung des gefundenen Werthes in (o^ , a^ 
= (sfluo^t — ai(ö2 , ß;.)aH.a weiter: 

Die neue Einsetzung in (^4 , a^)^, = {a^ , ^/iX^^-a — ^(^s $ Oß)iB-t-t giebt: 
(04 , ö^)as = öl ci%Bs^ -*- JB^a — OQÜg a^As^ — (c^ 4- a^^^^ . 
In ähnlicher Weise erhält man weiter : 

(ööf ö/i)s* = — [öiflaÖ3B^+(fl|-*-flrj)B^ — öoöiaaÖ8^*+4 
— (Ooflri + flr^öa + öa^a) A^^ — A^^^ • 

Durch Anwendung des Summenzeichens gehen diese Ausdrücke in fol- 
gende über: 

(ßj. 0^)2» = — ^[(«1 y o^2a • ^M-yy— (ö«, 03)2«--^,^] cond a + Z? = 4 
(04 » ö^)a. = + -2f («1 , «2)^ . Ä+;? — («0 » öa)2a • -^s+^l a + /? = 3 

(03,0^)2* = — -^[(«1 , «1)2« . Ä*+^ — (fl^O , öl)2a . ^^tV?] Ö + /? = 2 

wo dann der Gleichförmigkeit wegen statt 1 das Zeichen {Oi, £7o)o , welches eigent- 
lich keinen Sinn hat, gesetzt ist. Als allgemeine Form stellt sich auf den ersten 
Blick heraus : 

(10.) Ca,,a^)2, = (r'iy lK^ifar^2)2a' S*-h^— Cßo»ö/-a)2«--^*+;?] cond.a+/?=r-l. 
Um allgemein die Richtigkeit dieser Darstellung nachzuweisen, nehmen« 
wir einstweilen an, dass sie gültig sei für (ar , Oj^2s und für (ör+i , O/Oirf und thun 
dar, dass sie auch gelten müsse für {Or+2f o^^* Es ist: 

(ar^2» ^p)tt = {flr t ß;j2^a "" Or\Or^l , ^fj2t^* 
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Wird rechts nach Formel (10) substituirt, so entsteht: 

i^r^ f ö/i)as = (— 1) £[(Oi , ar-a)i« • ^s^ß^i — (^ * o^)u • ^^fl^i\ 

a + Z? = r — 1 
— (— ly^* . ör ^ :2*[(öi , ö..Oa, . J?^^^i — (öo , ö;wi)ta . ^^)9+J 

a + /? = r 

a + ß = r—1 a + ß^r a + /9=sr— 1 

a + ß = r. 
Es ist ferner (oj , ö^.),« = ör(^i » fl^r-i)aa + (^i » ör-2)aa-a » aiso 

a + /9 = r+l a + /3 = r+l a + /? = r + l. 

Rechts ist /3>1, weil a = r + 1 die CoefHcienten (oi , Or^i)%,^ und 
(oi , ar^\r = macht; man darf also rechts ß+1 statt ß setzen: in der 
zweiten Summe rechts ist zudem a ^ 1 ; daher darf hier auch a+ 1 statt a ge* 
schrieben werden. Nach diesen Aenderungen ist : 

a + ß =z r+1 a + ß=:r a + ß =z r — 1. 

Durch dieselben Schlüsse findet man : 

a + ß = r+1 a+ß = r a+/S = r— 1. 

Beides addirt und dann mit Dem was oben rechts von (a^+t , a^ steht vergli* 
chen, zeigt, dass 

(Or^^^oX = (— l)^.2:[(öi,ö,L.J?^^— (flro,a.)2a.^M^]conda+/? = r4.1; 

welches sich von (10) nur dadurch unterscheidet, dass r + 2 statt r vorkommt. 

Wenn also (10) für r und r+ 1 gültig ist, so ist auch eben das für r 
+ 2 der Fall. Nun ist (10) oben für r = 2, 3, 4 und 5 bewiesen worden. Die 
Gleichung ist demnach allgemein richtig. 

§. 5. 

Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt sich folgendes allgemeine Schema 
für die Berechnung der Coefficienten der Reste : 
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«»0 


» - 1 


*«=2 


r=0 


Bo 


B, 


5, 


r=l 


A 


A 


^, 


r=2 


(flj , O;.)o 


{fh^a^ 


(a» , 0^)4 


r=3 


(Oj , O^o 


(«3 t fl/.)» 


(oj j 0^)4 


r=4 


(«4 » O^)» 


(o* » oA 


(«4 , O;04 



# «»» n — 3 


[# = «-2 


#-»n-l 


# — 1» 


B^ 


B^ 


b;^x 


Ä=l 


A^ 


^-, 


^*:, 




(th^a^i^ 


(flajö/O«»-. 


1 




(03 , ap)»,-6 


(th^a;),^ 






(O4 » 0;.)*M. 


1 







Hat man die Reste berechnet und will wissen, wie viele Wurzeln der 
Gleichung zwischen a und b liegen, wo a -< 6, so setze man a und b nacheinan- 
der in die gegebene Gleichung, ihre Ableitung und alle Reste, und bemerke 
nach jeder Einsetzung das Zeichen; die Gleichung hat dann zwischen a und b 
so viele Wurzeln, als die Zeichenreihe fflr a Wechsel mehr zeigt, als die für b. 
Dies ist der Sturmsche Satz. Als kleines Beispiel diene die Gleichung ßacf^ +lla^ 
+ 607 + 1 = 0, deren Ableitung 9a;* + II o; + 3 ist Unser Schema enthält 
also folgende Zahlen : 



Da es jedoch nicht auf den 
absoluten Werth der Reste, 
sondern nur auf ihre Zeichen 
ankommt, so multiplicire man, 
sobald ein Theilnenner a ein 
Bruch ist, mit dem Zähler den 
letzten und mit dem Nenner 
den vorletzten Rest und sub- 
trahire. Dann ist: 



Die Theilnenner iZi und a^ sind positiv, also haben die Reste unter (3) 
und (5) das richtige Zeichen. Fflr o: = finden sich in 

(0, 1, 3« 5) die Zeichen 
+ + + + ohne Wechsel ; 
furo? = — 2 sind dieselben — + — + mit drei Wechseln; 
es liegen deshalb die drei Wurzeln der Gleichung zwischen — 2 und 0. 

Als zweites Beispiel diene eine Gleichung, durch welche, wie Gauss dar* 
gethan hat, bei der mechanischen Quadratur möglichst vortheilhaft die Abscissen 
bestimmt werden. Wenn 7 Abscissen angewandt werden sollen, so nimmt sie 
die Form 
-3432a?^+ 1201207^ - 16632a;' + llSSOo;'^ 4200a;' + 756a;*-56a? +1 = 
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169 




30 




'^s — 330 


4) 


13 

1 


1 






900 
fl,_ j3 


i>J 


30 











0) 


6 


11 


6 


1 


2 


l) 


9 


11 


3 




9 
"»=11 


i) 


11 


12 


3 




11 


3) 


13 


6 






13 


4) 


30 


13 






30 


5) 


11 
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an ; wo, ine es die Gleichung (2) eigentlich verlangt, das absolute Glied den Werth 
+1 haben soll. In dem folgenden Schema sind die Reste entwickelt, deren Coef- 
ficienten, so oft es anging, durch Entfernung eines gemeinsamen Factors verklei- 
nert sind : 



+ 8 

1 
~4 
+13 

2 
""7 
+11 

1 
■~3 
+ 9 

2 
~6 
+ 7 

1 
~? 

+ 5 
2 
~3 
+ 3 
— 1 



Sollen nun die Wurzeln aufgesucht werden , so hat man zunächst auf das 
Zeichen der Theilnenner mit ungeradem Zeiger zu achten. Da diese sämmtlich 
negativ sind , so ist das Zeichen des Restes (3, 7, und 11) umzukehren. 

Nun hat für o; =s die Reihe der Zeichen: + — +—+—+— 

7 Wechsel; für a; := od hat dieselbe — 

keine Wechsel ; also sind alle 7 Wurzeln positiv. 

Für a? =s 1 sind — — 

die Zeichen und bilden keinen Wechsel , also liegen alle Wurzeln zwischen 
und 1. 

Diese Gleichung zeigt, dass selbst Gleichungen von hohem Grade und 
grossen Coeflßcienten unter günstigen Umständen eine leicht«: Anwendung des 
Sturm$chen Satzes zulassen ; dagegen wachsen aber auch wohl bei andern Glei- 
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o, = 
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-3 
-1 


+ 1 
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chuDgen , deren Grad und Coefficienten viel kleinere Zahlen sind , die Coeffi- 
denten der Reste rasch zu schwerfaHigeren Zahlen an Zu einem Beispiele wähle 
ich die Gleichung : 2a;* + 6x'— llo;^ — 2a? + l =0, deren Ableitung, nach 
Abwerfung des Factors 2, ia^ + 9a:^ — lla: — l ist. Nachstehendes Schema 
giebt die Uebersicht der berechneten Zahlen : 



0) 


+ 2 


+ 6 


-11 


-2 


+ 1 


1 
^=2 


1) 


+ 2 










4 







+ 9 


— 11 


— 1 




«1=3 


2) 


+ 3 












3 






-11 


-3 


+ 2 




Oa= 71 


3) 


+ 71 










f A 

71 


4) 


-359 


-21 


-11 






359 


6) 


— 4643 


— 90 
+ 364 


+ 71 






«« = 4643 

4643 
''» ■" 548546 


6) 


— 648546 


+ 329653 








548546 
*'• — 1330908131 


7) 


-1330908135 













Es ist hier £73 negativ und somit, dem Früheren zufolge, das Zeichen der Reste 
(6) und (7) in das entgegengesetzte zu verändern. Setzt man darauf x = 0, so ent- 
stehen die Zeichen : 4———+, und wenn ir=äO genommen wird, erhält man 
die Reihe: +++++; woraus nach dem «fti/rmschen Satze ersichtlich 

ist, dass zwei Wurzeln positiv sind. Wenn noch o? = — oo gesetzt wird, so er- 
halten die gefundenen Functionen die Zeichen : 

.1 — 4. — -1-^ zwischen welchen 4 Wechsel vorkommen; was zeigt dass 
die beiden andeni Wurzeln der Gleichung negativ sind. 

Ich habe Dir die Gleichungen hier eine von der üblichen etwas abwei- 
chende Form zum Grunde gelegt; es ist davon jedoch die Anwendung der gefun- 
denen Regeln nicht durchaus abhängig; nur muss man bemerken, dass jeder 
Factor, weicher jene Form umgestaltet, und namentlich sein Zeichen, sich durch 
die ganze Rechnung hindurch zieht, in einer Weise, welche man nach Formel (9) 
verfolgen kann. 

§. 6. 
Will man nach Herleitung der Reste (8) die Anzahl der realen Wurzeln 
einer Gleichung /zten Grades suchen, so setze man nach einander o; = + ^ 
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und or = — oo in die Gleichung, in ihre Ableitung und in die gefundenen n — 1 
Reste und nehme den Unterschied der Zahlen , welche für die bei*den Substitu- 
tionen hervorgegangenen Zeichen die Wechsel angeben. Sollen nun alle Wur- 
zeln real sein, also jener Unterschied n betragen, so darf, weil bei /i+l Zei* 
chen überhaupt nur n Wechsel möglich sind, die eine Reihe Zeichen, und 
zwar die erste, keinen Wechsel haben, während in der andern ffmai ein 
Wechsel, d. h. keine Folge vorkommt. Sobald aber die Hauptgrosse x in einer 
ganzen rationalen Function + od wird, ist das Zeichen der Function mit dem 
Zeichen der Coeflicienten ihrer höchsten Potenz dasselbe. Selbst der ^etzte Rest, 
obwohl er von x ganz unabhängig ist, macht hievon keine Ausnahme. Sollen 
also die n+1 Functionen furo? = + od gleiche Zeichen haben, so müssen 
ihre Anfangscoefficienten im Zeichen übereinstimmen. Dieselben Functionen 
bilden dann aber auch für x =z — qo , n Zeichenwechsel, weil dann jede ge- 
rade Potenz von x ein anderes Zeichen hat, als die benachbarten ungeraden. 
Da nun Bq und ^o = jiBq immer dasselbe Zeichen haben , so sind die Wur- 
zeln einer Gleichung alle real, wenn die Coefficienten 

öi(ß3t Op)o\ 0,03(05, a^)o; a^a^ia^iaT. a^^\ OiO^Oi ö»i-3.(^»a»-ifö2»-i)o 

mit 1?« dasselbe Zeichen haben. Die Zahl dieser Bedingungen ist/i— 1. Es 

ist aber £o^=(^o» /arA» alio (ö^» ö„)o=7 — ^ \ ■ Demnach sind jene Coefficienten: 

— . ■ . J ************ « 

und da sie mit B^ dasselbe Zeichen haben sollen, so müssen sie, durch jBo 
dividirt , einen positiven Quotienten geben. Also sind jene n — 1 Bedin- 

gungen : ^^^^^^ - + ; ^^^^^^^^ _ + ; ^^^^^^^^ -. + («0,0.«-«).' * 

Werden die Theilnenner mit ungeradem Zeiger, welche sämmtlich im Dividen- 
den und Divisor vorkommen, aufgehoben und (wodurch das Zeichen nicht ge- 
ändert wird) die Quotienten umgekehrt, so ergiebt sich: 
00«« = + J 000204 = + ; ^oöa04Ö6=+ Ö0Ö2Ö4 öi»-a== + 

Danun£7o = ^ = ;^=-, so sind 

(11.) £Jj = + ; /l4 = -*-; 06 = + «2—2 = + 

obige n — 1 B^dingungsgleichungen. 

Um den Zusammenhang dieser Bedingungen mit den Coefficienten heraus- 
zustellen , gebe ich ihnen eine andere Gestalt. Benutzt man die Formel (10) der 
frühem Abhandlung, so sieht man, dass 
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ist und demnach die obigen Bedingungen auch folgende sind : 

(12.) 5- = +; 5- = +; J5- = + ; "iBr = *^ 

Die Division der Determinanten A^ durch B^ lässt sich schon an dem 
Goedßcienten- Systeme (7)^ aus welchem sie zu bilden sind, ausfuhren. Es ist 
nur ncithig, eine horizontale Reihe, und zwar hier die unterste, durch Bq zu 

theilen. Dadurch wird das Anfangsglied derselben ß-^^n und das Schlussglied 

B 

^ = 1. Im Uebrigen bleibt das System (7) der frühem Abhandlung ungeändert. 

Gesetzt aber es entständen durch die Einsetzung von o; = + QO nicht 
lauter Folgen , sondern es gäbe in dieser Zeichenreihe nur n^^r Folgen, also 
r Wechsel. Dies entsteht, wenn der Anfangscoeflident einer Function, de- 
ren höchster Exponent ein gerader ist, ein anderes Zeichen hat, als einer der 
beiden benachbarten Anfangscoeflficienten , welche zu einer ungeradi^p Potenz 
von X geboren. Wird dann ^ = — co gesetzt, so ändert die letztere Function 
ihr Zeichen , während die erste dasselbe beibehält ; statt eines Wechsels ent- 
steht eine Folge. Da nun die erste Zeichenreiche r Wechsel hat, sp hat die 
zweite r Folgen, an denselben Stellen. Und umgekehrt: die Stellen, welche in 
der ersten Reihe mit Folgen bezeichnet sind, bilden in der andern Wechsel, 
weil von je zwei auf einander folgenden Zeichen eines geändert ist Von diesen 
/i — r Wechseln für a: = — od müssen die r Wechsel für rc = + od abgezo- 
gen werden, um die Anzahl der realen Wurzeln^ die zwischen den Granzen 
— OD und + OD liegen, zu finden. Da die Gleichung somit n — r — r ss /i— 2r 
reale Wurzeln hat, so genügen ihr auch noch 2r imaginäre. In Gleichungen 
mit realen Coefßdenten kommen bekanntlich die imaginären Wurzeln paarweise 
vor; sie haben also so viele Paare imaginärer Wurzeln, als die Anfangscoeffi- 
denten Wechsel zeigen. Fügen wir zu diesem bekannten Gesetze noch die Be» 

merkung, dass, wie oben bewiesen, jene Coefficienten mit -^ gleiche Zei- 
chen haben, so erhalten wir einen Ausdruck desselben, welcher sich unmittelbar 
auf die Coefficienten der gegebenen Gleichung bezieht : 

Eine Gleichung hat so viele Paare imaginärer Wurzeln, als zwischen den 
Determinanten: 

(13.) Js » B ^ id "'B^ Zcichenwechsel Statt finden. 
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Es musste hier zu der Reihe der Determinanten unter (12) noch 
ß- =i^ =z n aufgenomnien werden, um einen möglichen Zeichenwechsel zwi- 
schen der Ableitung und dem ersten Reste nicht unbeachtet zu lassen. Es ist 
schon früher bewiesen worden und geht auch aus der Betrachtung des Ketten- 
bruchs (4) hervor, dass die Gleichung und die Ableitung derselben, eine, zwei, 
drei u. s. w. Wurzeln gemeinsam haben, wenn die eine, zwei, drei u. s. w. letz- 
ten Determinanten aus obiger Reihe (12) Null sind. Durch diese Bestimmung, 
in Verbindung mit den Bedingungen (12) und dem Satze (13), ist der Zusammen- 
hang zwischen den Wurzeln der Gleichung und den Determinanten mit geradem 
Zeiger aus den Goefficienten der Gleichung, welcher die Bedingungen fiir die 
Realität, Gleichheit und Imaginarität der Wurzeln enthält, aufgeklärt« 

Ein Zeichenwechsel zwischen ß^ und --^ macht fla^ negativ. Es Hesse 

sich somit für die Theilnenner der erwähnte Zusammenhang so darstellen : Eine 
Gleichung hat so viele Paare imaginärer Wurzeln , als Theilnenner mit geradem 
Zeiger negativ sind, und in gewissem Sinne so viele Paare gleicher Wurzeln, als 
unter denselben Theilnennern unendlich grosse vorkommen« 

§. 7. 

Ich benutze diese Gelegenheit, um noch einige Bemerkungen über Ketten- 
brüche mitzutheilen, welche entweder mit dem Vorangehenden nur in losem Zu- 
sammenhange stehen, oder deren Aufnahme doch wenigstens den Gang der Un- 
tersuchung über Gebuhr in die Länge gezogen hätte. 

Wenn ich blos den Kettenbruch (4) aus dem gegebenen Quotienten hätte 
entwickeln wollen, also nicht die Bedingungen von (§• 6) herzuleiten und die Be- 
handlung der Kettenbrüche in den ersten Paragraphen beabsichtigt worden wäre, 
so hätte eine fortgesetzte Division genügt Setzt man nämlich als Ergebniss eini- 
ger Theilungen ; 



wo der Zeiger den Grad der Functionen angiebt, so ist 
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Die Wiederholung der Schlösse für den Quotienten U^^i : F'n-t t 
welcher dem gegebenen ähnlich ist, führt einen Schritt weiter in den Ketten- 
bruch, von welchem schon jetzt der Theilbnich | ~ entwickelt ist, hinein 

und giebt selbst wieder Gelegenheit zu einem neuen Schritt u. s. w. 

Die Formeln der vorstehenden Paragraphen, welche dienen, den Quotienten 
zweier Reihen in einen Kettenbruch zu verwandeln, vereinfachen sich noch für 
den Fall, wo aus einer Reihe ein Kettenbruch entwickelt werden soll. Setzt 
man in (3) -^i = l , ^j = -^3 = -^4 = = -^„.| = , so dienen zur Be- 
stimmung der Theilnenner a die 2n Gleichungen 

k^^i ^Oj)^— 1 ; (öl , aj.)2 = (fli , a^^ = (öl , fl^^i = , 

und nach dieser Berechnung der Theilnenner ist 

1, = 1 : (ao+^ • {Pi+oc : (02+ + a : a^) 



n 

oder ^Ba a?* = £io-f-a::(ai+a:: (öj-l- +a::aa) . 

Und eben so ist nach den Entwicklungen in (§. 2) auch : 

n 



Dabei nimmt dann die Formel (10), welche über die Zusammensetzung 
der Goeflicienten der Reste Aufschluss giebt, eine einfachere Gestalt an ; sie geht 
über in: 

(Pr , 0^4)2» = (— l)*-2(öi ^ar-a)2a • ^s^fl COud a + ß = T 1 . 

Wollte man daraus nur die Theilnenner berechnen, so hätte man s = zu setzen 
und r alle Werthe von 2 bis /u durchlaufen zu lassen, um dann a,. = /^^ ^ ^ V * 

anzuwenden« Die so berechneten /u Theilnenner sind nicht von einander unab* 
hängig, da aus den n = |(^+1) Coefficienten B zusammengesetzt sind ; die Bedin- 
gungen , welchen sie genügen , sind die n Gleichungen der untern Reihe in (14). 
In ($.4) ist zu der bereits bekannten recurrirenden Berechnung der Theil- 
nenner a noch ein zweites Verfahren derselben Art bei Gelegenheit der Bestim- 
mung der Coefficienten der Reste hinzugefügt worden. Für den Theilnenner 
Or ergiebt sich aus (10) leicht folgender Ausdruck: 



4. Beäermann^ mm J^urmschen SaUe. 59 



2 Kfli f q/w2) * Bß^ißo , Or^^ha ' Aß"] cond a-^ß t— i 

Setzt man noch im Dividenden , woa<:r — 1, ä — 1 statt a , so ist 

^ ^ [(gl f gr~2)2g.i Bfl^ (ao , gr-.a)ag--a ' ^^y ] , . ^ 

'»' - - J^K«. , a^^ha ' B,-(a, , *-.),. • ^,] '^^'''^ «+^ = »^ ' 
und dieser Wcrth von a^ stinmit vollständig mit dem der Formel (4) in dei^ frü- 
hem Abhandlung iiberein ; er ist aber hier nur eine Anwendurg des besondem 
Falles der Formel (10) für 5 = 0. Dazu ist nach den vorliegenden Untersu- 
chungen durchaus nicht jener Ausdruck zur Berechnung von a^ zu empfehlen, 
sondern das reine Recursionsverfahren. Früher war der Divisor im Werthe von 

ar der Quotient . ^ v , welcher mit dem jetzigen (a^i # O;»)» derselbe ist, 

weil nach den Gleichungen (3) B^ = (a, , a^)o ist. 

Auch noch ein zweites unabhängiges Verfahren will ich hier kurz andeu- 
ten. Ich habe früher von den Systemen (7 und 9) nur vorausgesetzt« dass sie 
nach den Producten (a^, o^Jo und (/lo, ^^^^Oo aufgelöst seien ^ und daraus die 
Werthe der Theilnenner hergeleitet. Wenn aus denselben Systemen die Sum- 
men (oq 9 ^1^)3*^ und (ßi t afpr^i)2fl gefunden werden , so lässt sich daraus eben so 
wohl jeder Theilnenner a finden ; denn es ist o^ = (^o , ^^)9m "~ (^ > ^^-^-i 

und fl^^i = (öl, ai;i+iV— (öi,öa^-iV-a • 
Auch die Gleichungen (3) sind genau genommen nur die Auflösung des Systems 
(9) für /x = /i — 1: des letzten, welches bei einer Gleichung nten Grades 
vorkommt. 

Die im Vorstehenden mehrmals angewandte Darstellung des Kettenbruchs 

durch l:(flo+^:(öi-*-a?:(öa + Hhar.'ö^) ist zwar etwas weniger übersichtlich 

als die gebräuchliche » giebt aber sogleich zu erkennen , dass derselbe in die Reihe 

^OaCc^ übergeht, wenn man Multiplications- Zeichen an die Stelle der Divisions- 

S^eichen treten lässt. Dasselbe gilt von den Kettenbrüchen unter (4) nicht un- 
mittelbar, sondern erst dann, wenn wieder 1 : w statt a: eingeführt und die ent- 
stehenden negativen Exponenten weggeschafft sind ; nämlich von der Form : 

l:[^bo + bia: + a;^: [Äj -I- b^x + 0^ : [A4 -♦- h^x -f- -l- c^ : (Äj» -♦- ^t^iO?)] . 

an+i 
Diese geht in die Reihe 2 h^x^ über, wenn die Division mit der Multiplication 



vertauscht wird. 

Cöln, d^n 2. Januar 1851. 
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5. 

Memoire siir les fonctions arbitraires exprim^es 

par des int^rales doubles^ et de s^ries de 

quantit^s p^riodiques. 

(Par Hr. ji. Megerj proL de matb. & Li^e.) 



JL'objet de ce mcfmoire consiste ä faire depeodre d une proposition uoique 
la th^orie des fonctions arbitraires de Fourier^ rapport^es ä une seule variable. 
Je partagerai ce travail eu deux parties. Dans la premi^re je traiterai des fonc- 
tions arbitraires expriro^es par des integrales doubles; dans la seconde j'exposerai 
le developpemeQt des fonctions arbitraires en scrie^ suivant les formules de Z>a- 
grange et de Fourier. 

ll*re PARTIE. 
Des fonctions arbitraires exprimies par des integrales doubles. 

Tlt^rdme fondameiital. 

S^ßf) ^^' une fonction ßnie et continue pour toutes les valeurs de t^ 
depuis t=:a^ jusqu^ä t ^=^hj en supposant ä > a > , on aura: 

I ytO^^'^-^ = , pour Ar = 00 . 

Dämons, on a, en effet 

(a) / /(^t)e-^y-idt = e-^^y-ida [/{a)+/(a+dä)e^^y'i+ 

+/(ö + (» — !) da) ^c^D^V-i] . 
Comme par Hypothese aucun des facteursy(a),y(o+ Jö), elc, nest infini, ou 
discontinu» on a, ä cause de e-^^Vei) ^ 

(1.) / AOe^^r^dt = , pour /r = ao 
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Ca« parttcaliers. 

1« Siy(0 devient discontinu entre a et b, pour / =: a, alors, en sup- 
posant b > a^ a > 0^ od ^crira : 

et comme/(t) reste fini et contihu, entre a ei a — da^ entre a+ da ei b, on 



aura 



I f{f)e^*^''^dt = , 1 J{i)e-^*^'^dt = pour Ä = od , 
et par suite I /(/)^-*'V-i£/^ s= 0, pour Ar = od. 

2. Si /(O devient infini pour / = a, on pourra ecrire la formule (o) de 
cette manidre : 

/ A0^'^~** = e-*«V-i[JflX/(a)] + ^?-*-^-»[rfa xy(o + r/ö)e-^>'-«+ etc]; 

doü Ton voit que si\ pour ^/a = » on a 

(2.) da X/(a + da) = , 

on aura encore I ßf^e-^^-^dt = , pour ä = oo. 

3. Si /(/) devenoit infini pour t =s b , comme on a 

a + nda = ä , 
et par suite /(a + (n — l)da) = /(ä — da)^ la formule («) pourr? s'ecrire: 

Ifiiye^y-idl = e-*«^- 'da\y{a) +/{a+da)e-^^^-^ 4- ] + e-*-V-i Ja[(/S- Jo)], 

donc si, en rempla^ant da par zero, on a 

(3.) daX/(b — da) = 0^ 

on aura encore: I /(f)^-*'V~irf/ =s • pour Zr = od. 

4. Si J(t) devient infini pour t = a, en supposant b>a>^a>0 , on 
pourra Ecrire 

or on a, ä cause de la formule (2), 

/ ß,t)e'^^-Ult = , pour Ä =r OD , 
si Ion a : da Xfia + da) = ; 
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et a cause de la formule (3)^ on aura aussi 

/ /(O e-^^-^dt '— pour Ä = ao , 

pourvu que l'oo ait: 

JaX/(a — Ja) = . 

II suit de Ih, que Ton aura I /(t) e-^^^-^dt ■■ , pourvu qu cn rem- 
plagant da par zero Ton ait en mdme temps : 
\daf{a + da)^0 

5. Si Ion suppose a « , la form, (a) devient : 

/ ^ f{t)er^'-^^dt » Ja/(0) +r-w-V-i[Jö/(Jö) + da/i2d 0)6-^^-1 + ] . 

— daX/(0) + (e-^V-iy^ IdaX f(da) + daf(2da)e-^^-y-i + eic] ; 

donc P s\/(dä)f lorsquon remplace Ja par zero » n'est pas infini, on aura, 
pour /c = OD , 

(5.) f'f{t)e-^y-i dt — da x/(0) = . 
2^. Si/(da), lorsquon remplace da par zero, devient infini, on aura encore 
/ f(t)ir^y'^ dt = pour k=cc 
pourvu que Ion ait 

(6-) dax/(dä) = 0, 

en rempla^ant da par zeVo • 

Frobldnie foadameatttl« 

c ^tant une quantiti rielle et positive^ chercher la caleur de VinUgrale 



l: 



-j- g-»«V-i dt , pour Äc = (30 . 



Solut. Si dans la formule 

/ 'f(t)e-^^-^dt = , pour Ar = ao , 
on fait 

y W -- i ' 

on aura: 
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onf{d(i) =Q , en rempla^nt da par zero. Donc 1^, si la veritable valeur 

de cette expression indetermin^e est zero, ou une quantite finie, on aura, parla 
fonnule (5) , 

2^. Si la vraie valeur de g est au contraire rinfinie , on aura par la for* 

mule (6) y 

f/(t) 6-*'V-i dt = f^E^t^M ^^v^i dt = pour i = 00 , 

pouryu que Ton ait da X/(da) = , pour Ja = • 
Or on a ici : 

da X /(da) = da. ^^^^ = F(Ja) - /^(O) ; 

or en rempla^nt da par z^ro, on a F(rffl) — F(0) = jF(0> — F(0) = , 
donc la condition (6) est remplie, et par suite on a toujours: 

(7.) r-^-^€-*'V-id/ = pour;t = aD 

De la fonnule (7) on tire : 

(8.) Jm^y^j,^jr^o^J-!^^ . 

Si Ton pose kt = z dans le second membre de (8), il vient 

4 eause de /r := od . 
De (9) on tire 

J^ — cosktdt^F(0)J^ -^^, J^-^ sinkt dt :=^F(0)J^ -j- 

Donc, en multipliant la deuxieme de ces egalites par V— 1, on aura, en 
ajoutant : 

d*oü : 

(10.) Jl^e^^-^dt = Fm£^^ 
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, 1** ProbUme. aetb ^tant des quarUitis reelles, chercher la valeur de 
Pint^grale 

J'^^^T^'^^'^dt^ pour Ä = 00. 

V. Soit b>a>0\ 
dans cette supposition on a: 

jy^^,.,j, =J^'£fcto^...j, _J-it±ä^v.,a,. 

doDC, pour /r = 00, la formule (9) donnera 

OD a alors: • 

J^-2fetO^.-.d, =j]'£<£=0^..d, =y^'?Ä--0^y.rf, 

di^c, pour /r 2= CO , on aura, par la formule (lO.X 

3». a<0 , i>0. 
Dans ce cas on a : 

donc pour A = oo, on aura, ä cause des fonnules (9 et 10): 
J-^e-,V-rdt = 9.(*) L j, -1—- J. -T-J 

= 9pwLJ. -^ — n-i);. -i— J. - 



cosstfs 
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(IS.) =: -y — lXn^iai). 

Oo a alors : 

donCf pour /: =: od » et ä cause des formales (9 et 10) , on a: 

(14.) = V-lX?r9)(aj). 

2^ Probleme. Chercher la poleur de V integrale 
I du f (p(a: + t)e-^y'-*di. 

Sohlt. En difT(^rentiaat e-**^-^ par rapport k k, oo a 
^oü: 



coss<fs 



?^=-v-./ 



^-^V-iJÄ, 



Pour Ar = , le premier membre se r^duit ^ j i on a donc 

(IS.) "^7""^ = - 1/ - ij'e-^^' dk^-y~ ij^e-^y-^du . 

Si on multiplie les deux membres par (p(x + t)dt^ et qu'on integre entre 
les limites a ei b^ on a: 

Pour /: » OD , ]I vient : 
CraDe't Joonial f. d. M. Bd. Xini. Heft l. 9 
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(16.) [rf<E±Jäe-^.V.idt^ri<E=M'\^^^ 

^—y—ljdu j''y(x + t)e-^y-^ dt. 
Or si a et b sont positif, on aura par (11), 

^ a i 

et si o *< , Ä >* , on aura par la forraule (13) : 
C'v(ß+Sle-yV-idt - _}/_ 1x^9(0:); 

on a donc, ^ la place de (16), les deux formules 

(17.) f^du f'^^(jr + t)er^y''^dt - -y-lf'$^±I>dt et 

(la) f'du jfp(x + t)e^y-^dt - ^gi(x)~y—lf'T<^dt. 

3* ProbUme. Chercher la i^aleur des irUdgrcUes 

I du f (f(t)e^'^y-^dt ^ j du I <p(/)e-(^>'-ic//. 
On suppose ^ > a > 0. 

Solut. V. Si» apres avoir fait dans (18) / = /' — o;, on suppnme 
l'accent de /, on trouve: 

(19.) ir9(a?) + »^-ir^|^«^Ji/ r oü Ion a: 

b + x>x >,x — a. Posons ß =: b + x , amt x — a , ona: 

{A). *g)(a?) + y-l/ S^-Tdii fipiOe-c^y-idt , ß>x>a>0. 

2f. Si, apr^s avoir fait dans (17) t mtt* — x^ on supprime laccent de /, 
on trouve: 

(20,) V— 1 / "^S^M ^1 du I "^(Oe^^^-i dt ; x<a+x<b+x. 
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et si nous posons ici a + or = a, b + x ^=^ ß^ on pourra ^ciire 

(21.) y-lf^SM*=z fdu f\(t)eu('-0V-iJt,a:<a<ß. 
t,/« ^~^ t/o t/« 

Comme od a ^videmment — a: <, a <. ß , on peut changer dans (21) , x en 
— X f ce qui donne : 

De Celle -ci on tire: 

_V -1 p 2M<„ f'du f^^{t)cosu(x+t)dt 

— V — 1 / c?ii / 9(0 Sin u (x+t) dt , 

t/ t/ « 

^^- = Tdfa TyW cos i/ (x+t)dt , 

pJ^^^fjdufjpiO sin u(x+Odt ; 
donc, en multipliant la seconde par |/— 1, on a, eu ajoutant: 

(Ä) y-lJ[^^=^^^J[ 9(0^^>^-^rf^ -a;<a<Ä, 

la condition — o: < a <: ^ etant toujours remplie quand or, a, ^ sont positifs. 
U s'ensuit que les formules (j4 et B) subsistent simultanement., si x, a, ß sont 
positifs et que Ion a ^ > o? > a . 

Cas particuUers des formules {A et B). 

1. Les formules (A et B) subsisteront encore poflr a = et /? = oo , 
car dans ce cas les conditions preccdentes sont remplies. 

2. Soit o: = a = I ^ |, doüa = 0. Dans cecaslaformuIe(I6)devient: 

[ l^'^t^^e-^V^tjt- r*SL<?±i)j/] = - V'lfjdu fflx+ty-^y-idt, 
d'ouy a cause de (9), 

ou. 



9' 
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Pour t «i t'—a:, on a: 

Mais comme on a par Hypothese a? « a, si de plus on fait ß m» b+a, il vient: 
(22.) nx\^(a)+V-l [y(a)/['??^?+/['^^] 

= I dul y(0^<«-^^-*rf/ . 

3. Soit a: :=i ß = w+b , donc & = . Dans ce cas la formule (16) 
devient : 

ou; 
ou, 
Pour ts=zt*^^a:, cettc derniere formule devient : 

Comme on a, par hypothese, x^=: ß. si on fait de plus a-^-ß = y, il vient: 
(23.) nx\^{ß)+}/-\\y{ß)Jj^^J^'^'\ 

rsj du f '^^(t)e'(fi-oV-idt . 

4. Supposons qae la foncti'on ^(at) soit disconUnue au point x=sc. Dans 
ce cas IVquation(^) doone 

ntpic-dci+y-lf -^^ = f duf\ (t) e-fc-oV-i dt . e-^V-i , 

ijg)(c + de) + y-l fjEML^fdu r «(/)<r"(^V-irf/ . e-^cV-i ; 
donc, en reroplacant </c par zcro, on aura en ajoutant: 
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(23 bis) i22i^=^+£(5±l) + j/_ if^^^^zf/'^tf!^ • 

Dans €6 cas l(fpQc^)+q^c+0)) , est la moyenne arithm^tique des deux valeurs de 
la fonction (pQr), correspondantes ä Fabscisse a: = c. 

4* Probleme. Chercher la paleur des integrales 

j du l ^{t)e^»-oV-idt . I ^^ f ^COe^^'^^'^dl . 
Soba. Si dans la fonnule (19) on fait a = & = cd , od a: 
^) ir9(rr) + }/- 1 f^^M^r7u f^Oe'^'-^-'dt , od >ar>-oo . 
La formale (24) se partage en denx: 

(25.) n^ix) = jduj ^(p(t)cosu(a;—t)di , 

OD > X > — OD 

(26.) f'^'^^^fjduf'^^^^ . 

Comme on a: 

cosii(ar— /)Ji/ =21 cosu(a;— O^w , I smuQv—i)dus=:Of 
les equations (25) et (26) deviennent: 
(27.) 2i79>Cir)= I q>(f)dt.2l cosu{x—t)du= I vii)dtl cosu{x-t)du 

= j du j q)(t)cosu{x -^ t)dt ; • 

^.) 0= / y'cOrf/ [ / sini/(a?-/)£iw— riini/(a?— O^''] 

= / VCO^^I / sinu(x — t)du+f s\nu(x — t)du^ 

= / VCO^'I sinuCa:— <)rfw=l Ji/I g)^) «nttfo?— 0^^ • 
Si on iQultiplie celle-ci par V~ ^ » ^^ quon lajoute a (27), on trouve 

(29.) 2n(p(x) ^ j ^duj ^q^COe-i^-^V-idt , 



OD > iP > — OD .. 
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5* Probleme. Chercher les paleurs des integrales 
j duj €p{t)cosua;cosutdt , I duj ^(e)smuxsinutdt . ^>a>0. 

Sohlt. Les forinules (ji et B) donnent: 

) iZ-lT^^f ^Jduß(t)cosu(x'ht)dt^ 

ß>x>a>Q . 
La comparaison des termes reels conduit aux egalit^s : 

TryCo;) = I dul (p(t)cosuxcosutdt + j duj (p(f)sinua;sinuidt^* 

0=1 dul tp(f)Qosuxcosutdt — I dut cp(jl^sinuxsinutdt ; 
et on tire de celle-ci par addition et soustraction : 

U7rq)(a:) «■ I duj (p(t)cosuxcosutdt , /?>a?>a>0 , 



(30). 



€»« purtleiilier«. 

1. Comme les formules (A e\ B) subsistent pour a«iO«i ß ^ oß , ii 
en sera de m^me des formales (30). 

2. La premiere des formules (30) subsiste encore pour o: » ; il n en est 
pas de m^me pour la seconde. 

La premiere subsistera pour des valeurs negatives de x si Ion a acci* 
dentcllement g)(-,.a?) » 9(^), et la seconde si Ton a y( — o;) b — 9(^). 

3. Pour o? e a , et x ^ ß.^ Ton voit par les formules (22 et 23) quil 
sufflra de changer dans (30) ^(x) respectivement en ^9(<^) et \^(ß)' 

4. La formule (23 bis) montre aussi que les formules (30) subsistent eneore 
pour ie cas oü (p(,x) seroit discontinu au point x^c, pourvu que pour ce 
point on rempla^e yC^r) par la moyenne arithmetique \(if{o'0)+g^c+0)). 
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6* Probleme. Chercher les palews des integrales 

j duj tp(t)QosuxQo%utdt , j du j (p{t)smuccsinutdt 

dul €f{t) cos xucosut dt , I dul €p(t)sioa:usinutdt 

'9> %/ 9 c/ -» t/ * 

Solui. Si dans les formales (30) on fait a » ^ ß t» <X)^ on a : 

ij7ry(a:)8» I dul Kp(t)cosua;cosutdt ^ aD>a;^0 
j7r9(a?) « I ciul y(Osina.rsini//J/ ^ aD>a:>0. 
De plus, a cause de 

I cosuxcosutdu »21 cosziorcosu^clii , 

sinuxsinutdu ^2 I sinuarsinuidu , 
les formules pr^c^dentes donnerout: 

yt(p(a:') ^ f cosxudu j (f{f)cosutdt , a:^0, 

hctf{x)^M sinxudu j yCt)s\nutdt , a?>0. 
Ce soDt \h les formules de Fourier 

7* Probleme. Trouoer la oakur des integrales 

w du l (f{t)'jmuxcQsutdt et I du j (p{t)cosuxsinutdt. 

Solut. £n comparant les tennes affectes du facteur \ — 1 , les formules 
(r) du cinquieme probl^me doonent: 

I TS^^I du j q)(ß)sinuxco$utdt—j duj q^(Ocosuxsiautdt , 

I S?w*^l j^j (p(^t)s\DUxcosutdt+f duj (p(t)cosuxsinutdt ; 
doü Ton tire par addition et soustraction: 

!C^x^{i)di ^f^j^ f\{t)smuxcosutdt , /? > 07 > a > 0, 
- f^!^^^jdu f^q>(t)cosux$mutdi , /?>a:>a>0. 
La premiere subsiste encore pour x ^0. 



(32.) 
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Appllestl«M* 

Pour montrer Tusage des fonDuIes(^etjB) combine^es» doot la seconde, com- 
me je crois« se presente pour la premi^re fois, dans ce ine'inoire, je ferai9(x)=:e'"*', 
ar=ii,a = Oy^=:aD, Oa aura d^abord par la transcendante connue 

(»^•' S'k = "W ' 

!• pourm = «^, et ? = e^*"*, les valeun^z = — «*<*^aA, /2ssa(6w). 
De plus les limites z =: |" , re'pondront aux Hmites < := |* , et par coos^qnent 
on anra par (34): 

(3«0 J'^i «"^ = «"^^^ CO • 

2» Pour m = e-^. z = «-'<**^, on a: 

Cela pos^, les fonnules (A et B) donnent: 
(37.) iz.e-^ + y_l r"_^ e— =iJ'duJ\-^*-*>^U-^dt* 

ou, 4 cause des fonnules (36 et 36): 

- f'e^-^du f'e-^'^^-^^dt 

^fyy-'duf'e-^y-'^dt 
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\e^»V-^du 






Les fonnules (40) et (42) , par la comparaison des termes r^els et ima- 
gipaires, se decomposent chacane en deux e'quations, et donnent: 

_. I *acoBbudu 1 ''usinbudu ^-aiiv^ob\ laßinbu . 

I " ticosftvrftf 

H I *£C0s6iirft« I tf sinftv du abj 'f^-^\ «. | "^^jlMudu f "^ueosbudu 

Jol^n^' Vo a*+i«« ' ''^'^ ^- Jo a^+u' J, l^TiT ' 

On en tire, par addition et soustraction, les formules connues: 



X 



/ 






SECONDE PARTIE. 

D^celoppement dune fonction arbäraire suivant les cosinus et les sinus des 

multiples de la variable. 

La marche de nos d^ductions etant la m^me que celle que M'. Lejeune" 
Dirichlet ä suivi, je tacherai de resumer en peu de mots cette importante doctrine. 

!«• ProblSme. Trower la t^aleur de 

pour /r = OD . 

Solut. La formule (9) de la premi^re partie donne 

Crelle'f Jonroal f. d. M. Bd. XLUL Hell. 1. JQ 
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En comparant les termes affectes de )/— 1, on trouve: 

pour Ar =: OD • 

2^. ProbUme, Trouf^er la poleur de tinUgrede 



f. 



.m^' 



pour Ar «■ c» , et pour les deux cos c < tt , c ^ n 

Solut. V. Soit c<ir. 

Si dans la formule (43j f dans laquelle F(i) est lini de t ^0 h t ^ c , 
OD pQse 

(44.) 1^(0-551/(0. 

le facteur ^|j^ restera fini de/»Oy k i ^ c, ä cause de c < it : donc si f(t) 
teste fini dans le m^nie inter?alle, on aura a la place de (43) la formale suivante: 

Mais on a^ en vertu de (44), 

doQc aussi 

F(0)-/(0); 
parsuite (45) devient: 

<«•) X^r^"' -}"/(•)' 

pour k^tß 

2*. Soit cv TT, on a: 

Ann*« ,, . , C^^kt ., . . f 'sinkt .. . , 
Fetons dans la derni^re integrale t aiic — f, on aura: 

donc pour A •■ od , et a cause de (46) ^ il vient ; 

(47-) ^'MTn^dt^\^m^\':.f{::c), 
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3""*. ProhUme. Trouoer, sous forme J integrales definies^ les vcUeurs de 
■ y(/)[J+cosxcos/+cos2xco$2/+ -^ cosnxcosnt]dt , 

j /(t)[sinxsint+ 5io2xsin2< + •— + sin nx sinn/]!// . 

Solut. On a: 

Gos/ixcosn/ =» |co$/»(x+/)+}cos/i(x— /), 
sin nx sinn/ «■ Jcos7i(x+/)+|coin(x— /), 

donc en fesant id n = 1, 2, n, on trouve, en ajoutant: 

|cos + cosxcos/ + cos2xcos2/ + + cosnxcosnt «« 

|+i[cos(x+/)+cos2(x+/) + +cosn(x+/)] 

+i[co«(3c-/)+cos2(x-./) + +Gosn(x-/)]; 

sinxsin/+ iin2xs]n2/ + sin nx sinn/ 

s= |[cos(x-./)+cos2(x— /) + + cosn(x — /)] 

— |[cos(x+/)+cos2(x+/)+ + cosn(x+/)]. 

En appliquant la fonnule 

cosu + co$2u + + cosnu » --S+ ^^°^*"*:'^*'' , 

2sin\u 

et en roultipliant pary(/)J/, on trouve, an int^grant entre et tt: 

(^8*) I /C/)^/[|+cosxcos/+ + cosnxcosnt}'^! fXfydt ^unlix-hi) 

(49.) /^0ÄC«nx8in<+$in2x8iD2/+.....+«O7ixsin»/] - f'f(f) dt •l^t^!^ 

4"". Probleme. Chercher la somme des suäes 
- I 'f(t)dt + -cosx 1 '/(t)dtcost + - cos2a? 1 y(0cos2/ J< + etc. , 

^«inx / /(O sin / J< + -»m2xj yXt)sm2tdl + efc 

iSb/u/. Posons 2/1+1 — Ar , |(< — .«) — m. Anx limltes < — T . 

10» 
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r^pondront les limites m = |^ , et si on fait K' + ^) ^ ^9 'es limites de u 
seront \x, |(7r+x) correspondantes aux limites et ?r de t. On a donc: 

Jo 2smJ(«-ar) J-i» rimi -'^ ^ 



sx nkudu 
Sinti 

sinit^cT^ 



(50.) 'yÄ^-^^)-Wr+J/^'''*^^*^-üni 

On trouvera de m^me: 



(61.) - •;/./(2/~^)-i57-+f ./(2'-^)- 



sinif 

s inkt dt 
sint ' 

£n substituant ces valeurs dans (48 et 49), on aura, pour n infini» et parsuite pour 
Ar = OD: 

smktdt 



ä nktdt 
sint 

sinkt dt 



I ^/(0fl?'+2cosx I y(/)cos/rf/4-2cos2x I ^/(t)cos2tdt+etc. = I ^/(^r—2/) -^jj^ 
^ A^"^ « V ^nktdt C^ ^ , sinktdt . r*i-r^ o.x 

2 sinxlJfJ^t)dtsint^2sin2xlJfedtsin2i+eic. = / /(x— 2/) 

_i_ r»^"^ « V sinAr^rf^ /•!' « v sin *« dt P^^ ^ ^sinktdt 

+ j/x+20-^i^H^/-x+20--ri^ -lET • 

U ne s*agit plus que de trouver les valeurs des divers termes du second membre de 
ces equations, oü k est infini. A cet effet, en fesant usage de la formule (46)» 
on trouve aisement/(x) pour ces valeurs, en supposant toutesfois /(x) continu 
entre et tt, et tt > x > 0. On a donc 

/(x) = - l}(t)di + cosx^- j f(t)dtcoBt + etc. , 7r>x>0, 

2 A 2 /•'f 

/(x) = sinx- I /(0c?^sin«+sin2x.- I /(Orf/sin2/ + etc 7r> x> 0. 

Quoique les developpenients qu exigent les dernieres formules, avec tous 
. les details qui s y rapportent, soient bien connus, nous ne pouvions nous dispenser de 
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les reproduire ici^ afin de faire voir comment toute cette doctrine se rattache au 
prindpe unique 

et peut en ^tre tir^e ayec facilite. 



Les quelques lignes qui prec^dent suffisent pour faire voir comment^ en 
suivant la roarche des calculs de M*. Lejeune Darichlet, on peut trouver d'une 
maniere tr^s facile les formules de Lagrange et de Fourier. Mais il convient 
de rattacher cette in^thode ä des redierches plus g^n^rales, savoir ä la somma- 
tion de la s^rie 

qui contient, comme cas tres particuliers, les s^ries de Lagrange et de Fourier. 
A cet effet noüs poserons d abord les deux Lemmes qui suivent. 

1«^. Lemme. Seit c un nombre posüif^ injdrieur ä%^etk^=^ ^ ^ je dis 
que Ton aura: 



X 



/(0*^ = o 



Car de la formule fondamentale 

f/tOdte'^''^ d/ = , pour ^ = od , 
on tire 

j /{t)dtco$kt = , pour ^=00. 
Cela pose» soit 

J^^^ — sin*» 
/^/) sera (im et continu cntre et c si la fonction ^{t) jouit de la m^me pro- 
prie'te', et que Ton a de plus / < tt ; donc, en supposant c<'tc, on aura tfvi- 
demment 

(r.) Jyt)diS^ = . pour A= OD. 
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2™* Lemme. n ^tant un nombre entier et positif^ je dis que ton a : 

car on a: 

i^.^x-0V-i4.e*<'-^-*+ +e''^»-0>'-i = j+cos(^/)+co82(a>-/)+ -l-cosn(x-0 

+ }/ — l[sin(x— <)+sin2(x — /)+ +sin/»(x— /)] 

sin(2n4-l)K«-0 ,|/ , 8UUi}(a;-0gin(it4-l)|(ag-0 
— 2sinJ(ar-0 "^»^"^ siiii(^-0 

_ sin(ai+l)}(£-^) . iF ^,1/^ co8(2iH-l)yx>0l 
= 2smJ(««0 +'K-lL^ol5(x-<>. ^i(^_^) J . 

Pour arriver roaintenant ^ la sommation dont il s*agit, nous resoudroos les 
quatre probl^ines suivants, qui renferment toute la throne des s^ries pdriodiques 
de la natura de celles dont il s'agit ici. 

1. Problime. Chercher les sommes des suäes 
ify{t)dt+r'e<'-'>y-^/lt)dt + f'e^'^-'JiOdt+etc. 

4 f/COdi +j\^'^^-^ f{t)dt +f'e^^'''J(t)dt + etc. 

Soba. Multiplions les deux membres de (20 f^^/\t)dt^ puis int^grons 
entre les limites et «r, i) vient: 



(3'.) +ii/-i [J;ss:^^^f^,)at-f;coii(t^w)dt-l 

Soit 2n+l = k, |(f-<c) = ü; il est dair qu'aux limites et ir de / r^pon- 
dront les limites — • |x, li'x—ai) de u, et la formule pre'ccfdente devient: 
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Si 1 on suppose n iDfini, et parsuite Ac = OD, le premi^r membre de la 
formule prec^dente sera une serie d'une infinite de termes, qui aura pour somme 
la Taleur du second membre correspondant^ Ar = od. Pour d^terminer cette 
Taleur, ^crivons d'abord : 

-J jM(.u)f9u+x)du] =J, ^/(».-2t)<it 

—J cot(0/(2/+x)J/J . 

Soit TT > X > 0, on aura aussi } x < ir, } (tt — x) < it ; donc, h cause 
de Ar = OD , et en ay^mt egard h )a formule (l') : 

\JjQ)dt+j\^''^y'''Kt)dt+Jy 

-V-lL/ cot(0/(2/+x)d/J . 

si la fonction /(x) est continue pour toutes Ics valeurs de x coroprises 
dans rintcrvalle de ä ir, on aura/(x+0) =/(x— 0) =/(x), et par suite 
la formule precedente devient: 

^•^ i^'-^^'^^'+Jo"''''"'^^"'-^^')^' +j^^'^'^"^'''fO)dt+etc. = */(x) 

+V-l[Y^"'^cot(0rf^/(2^+x)] . 



c 
En op^rant d'une maniere (oute semblable : on trouve : 
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(IL) ifMdt+fy'^V-'^^^ etc. 

Ces formules subsistent pour les yaleurs de x qui satisfont k la condition 
tr > X > 0. 

Si a?=:0, leurs premiers membres seront ^gaux; donc en ajoutant et 
en divisant par 2, on obtient: 

ifhdt + fy^'^Mdt + fyy''f^t)dt + etc. 

= J*/(0) +V-lfcot(t) dtf(2t) . 

.iSi X = TT, leurs premiers membres seront eneore egaux; donc en ajou- 
tant et en divisant par 2, il vient: 

\fh)dt -J^^-'mdt-k-J>^-'f(t)dt - etc. = iir/(*) 

+ V-lj f'cot(t)dtf(2i--rt)^fcot(i)dt{J(,2t---'n:) +/(nr_20]j . 

Corolkare I. Si nous developpons les premiers membres des formales 
(I etil.), on a: 

(!'•) 9 JAOdt+jcoi{f-x)ßt)dt\l cos2(/-a?)/(/>Ä-l-«<<:.+V-l[ / sin (/—«)/}* 

(H'.) \j AOdt+j cos(t+x)/Xt)dt+ 1 'cos2(t+a;\f(t)dt+etc. 
+yA[^ßiD(t-i-x}/{t)dti-f'sm2(t+x)/(t)dt+etc^ = V-l[ I cSß)dtß2t-x)] ' 
Ges formules se decomposent chacune en denx autres, et dooncnt: 

1. vßa)) = ijfiOdt+j cos(/— xy(0*+ 1 'cos2(t^x)f(ß)dt + «<c. , 

2. / cot(0rf//X2/+a;) = / sin(/— x)/CO<Ä+ / $in2(/— a:)/(0«'' + rtc. 

3. ==uAO<^+f cos(t+a;yit)dt+j los2(t+a:)fit)dt + etc.. 
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(4.) / cot(/)rf//(2/ — o:) =/ lmO+x)f(t)dt+ I lin2(it+a:)f(t)dt+etc 

Remarquons en passant que les forinules (2 et 4) sont donnees ici pour )a 
premiere fois. 

Corollaire 2. Les equations (1 et 3) peuvent s ecrire : 
«/(a;) = Jl y(t)dt+ I 'cosxcost/iOdl + f cos2xcos2tfit)dt + etc. 

+ I \\nxsmtf{t)dt + j Im2xs\n2tf(j;)dt + etc.., 

= \l J{t)dt+I losxcostf(e)dt+l cos2xcos2tf(t)dt + etc. 

t/o t/ t/ 

— I^flmxsintf(t)dt+llm2xsm2tf{0dt + etc.^. 
De ces equations od tire par addition et soustraction : 
x/(x)= //(Orf^ + 21 losxcostf(t)dt + 2lcos2q^cos2tf{t)dt + etc. , 

c/ t/ */ 

7r/(x) = 21 sinxsmtf (t)dt + 2 1 sin2xsin2tf(t)dt + etc. : 

t/ ^ 

formules qui subsistent pour tt > x > ; mais la premiere a encore lieu pour 

X = 0, X = TT. 

Les equations (2 et 4) donnent de m^me: 

/cot(0/C2^ + x)rf/ =1 sin^cosx + l sin2«cos2x/(0J/ + e/c.: 
-ja? t/ €/ 

_r / sinxcosr/(0c// + rsin2^cos2//(0c/^ + ^^c.l 

I cot(/)/(2/ — x)rf/=l sin/cosx/(Orf^ + / 'sin2/cos2x/(0rf/+^^c. 
%/ {x Ja t/o 

+ / sinxcostJ{t)dl + l l\n2 x cos2 1 f (t)dt + etc. 

c/ t/ 

On en tire par addition et soustraction : 
I cot (t)f {2 t — x).dt + l cot(t)f(2t + x)dtz=z2l s\ntcosxfit)dt 

«/ 1« t/ -i» t/ 

+ 21 sin2/cos2x/(0rf^ + etc. 
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I cot (0/(2/ --x)J/ — l cot(t)f(2t + x)dt=:2l smxcostf it)dt 
+2 / sin2xcos 2//(0</^ + etc. 

Probl^e 2. e dtant un nombre positif: trouper les sommes des siries 
\f/(Odt + fl^'-''>y-'/(t)dt + re'^'-*n'-'fit)dt+etc. 
•^f/(Odt +J'e<'**>^-V(Odt + f^^'-^y-'fit) dt + etc. 

* Solution. Dans les formules (I et II) on a suppos^ ir > x > ; donc, si 

Ton fait X = -^ , la condition prec^dcnte se changera en cel)e-ci : c > x* > 0. 

Rempla^ons donc X et ^, respectiveiit par — , — ^ et^crivons, ä la place de 

yf — J » A^t) > simplement /(x) , f(t)^ • les formules (I et II) sc changeront 
en les suivantes : 

\ dt + etc. 






«•^o«') 



+ rl e'frndt + etc. 



•;J/V(orf* 

Ces formules snbsistent pour c>a:>0. 

Pour 07 ^ , les premiers membres seront egaux, et Ion obtient en 
ajoutant: 

\m + IV'^lfA^Ocoti^ dt] = ^f^AO dt-hjf^ 'e'"f(t)dt 

+^,« /(tydt + etc. 
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Pour 07 = C9 les premiers membres seront encore egaux^ et Ton trouve^ 
en ajoutant: 

i/i^) + iK-l[ J^col C^A^t-c) dt -£ cot (^ dt {/(2/-.C) +/(c-2/) j] 

1 r« 1 /• -V-» 1 r* T-V-» 

^TcJ/iOdt-^lJ^e' mdt+-J^e' f(t)dt-etc. 

Corollaire 1. En developpant les formules (III et lY), chacune se par- 
tagera en deux autres, et Ton aura: 

(5.) fix) = hJ/(*y'^' + 7f}^'—?^^Mdt+\f}o>^^^ 

(6.) jj:2/ + a:)coi(^')dt ^ßin'^/iOdi +Jyj^^ßf)dt^etc. 

(&) f^^-s)co,(^')dt =J;^o'-ä±^/o)d, +J;äu^iä^jm+^. 

Corollaire 2. En comblnant les formales pr^c^dentes par addition et 
soastraction , on en tire : 

/(a?)= - I f(t)dt-h~ I cos X cos t/(t) dt +- 1 'cos2a! cos2t/(t) dt + etc. , 
/(x)=s - I sm3PCost/{t)dt+- I 'sin2xcos2t/(t) dt + etc,, 

I /(2*— a-)cot(^-j-jJ<+l /(2/+a;)cot(^y^/i<=2l sin/co8ar/(/)4< 

iT "1« 

+ 2 / 'sin 2 / cos 2 a:/(/) rf / + ric. , 
/ /(2/-a?)cot(y)j/-/ f(%t+x)co\{^dt=i2j smxcostf(t)dt 

T ~ Je 

/ sin2a:cos2/yX0 dt + etc. 
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ProblSme 3* Trouper les sommes des suiles infirues: 

\ f/iO fii+ fV^'^^y-'JXO di+l r»«'*"v-'/-(0 dt + etc. 
Solution. On a , par le second lemme : 

En tnulüpliant par f (t)dt , et en integrant entre les limites — tt, +ar, on a: 

En supposant n infini, le premier membre se composera d'une infinite 
de ternies qui auront pour somme la yaleur que prendra le second membre 
dans rhypothese de 2n-f- 1, Ar, infini. Pour determiner cette valeur, ecrivoos 
d abord : 

Fesons ici 2n+l = k, puis i(t — x) = u, et aussi ] (/ + o:) = u, 
alors le second membre de la formule precedente deviendra: 

= -J. ^A--'' W.^'«"'-^>''-t/-5"-^(*'-^-)''''+ 
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»i(»r+«) /»l(ff-*) 



Si o; est coniprift entre tt et — tc, la valeur absolue de x sera plus petite 
que TT ; on a donc aussi Ja? < tt , J (tt -f- o?) < tt , \(Tt — or) < ar . Donc ä 
cause de /c = OD, et en ayant egard ä la formule (10 du premier leimne, la va- 
leur precedente devieni: 

Si y(^) reste contmue entre les limites de Fintegration , on a /(cc — 0) 
=y(a:+0) 3=/(ir), et par suite requation precedente devient: 



^/- 



e'^'-^^y-'fCOdl + etc. 



On trouvera par des calculs semblables 



(VI.) ,r/(-ar)+V-ir / coiQ) fClt-x)dt\^\\ /{t) dt 
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CoroUcure. Des formules (V et VI) on tire aisement les suivantes: 
(9.) TtfQt) = i I f{t)dt+l cos(t—a:)r(t)dt + l cos2(t—x)f(t)dt+etc.y 

(11.) 'n:f{^x) — \\f(t)dt + \ co$(jt+x)/iß)dt + I co%2(t+x)f(t)dt+etc., 
(12.) I cot(l)f(2t — cc)dt = l 5in(i'hx)/(i)dt + l sin2(t+ai)/{t)dt+ etc. 



ProbUme 4. Troi/^er /a somme des suäes: 






#» 



Solution. En supposaot 9r>*a7>* — tt, on aura, pour o; = — , 
c > a?'> — c . Donc en remplagant dans les formules (V et IV), a: et < respec- 
tivcmcnt par -^ 9 -j-, tout en ecrivant /(or) , /"(/) pour /\— } • ^\~/' 
les foriDules (V et VI) donneront: 



^(*-«) 



^'^^^ fifydt^etcy 



(vm.) A-^)-^^V-"i[J^J'cot (7)/(2/-x)d/] = ^JaO^^ 

Les formules subsistent pour c>x> — c Pour x = c, les deux seconds 
merobres soot ^gaux, et Ton aura, en ajoutant» et en divisant par 2: 
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CorolUure. Des formules (VII et VIII) on tire ais^ment: 

r^(V)/(*H-x)Ä =/> '-^ m it *f^ ^^^Mdl + etc. 



.-.<"' 



LUget, AvrillSSO. 
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6. 

SiimmiruDg einiger Reihen, yermittelt durch die 
Entwicklung der Potenz (i-ax-c^y-^. 

(Von dem Herrn Dr. Dienger zu Sinsheim bei Heidelberg.) 



ilach dem binomischen Satze ist 
(1.) (l-ax-ca^)-™ = (l-ox)--» -f- y(l-ax)-<"*'>cx*+^''^f^\l-ax)-<'»*»)cV+" 
Ferner ist: 

(l-oxr^-^Vx** = c'ai^l+^^^^aa:+ 

(m + n)(i» + tt+l) (m + n-i-s—l) . . T 

•*■ 123 , afx' +..'.'}. 

Aus diesem letzten Ausdruck erhält man fSr den Coeflicienten von x^ in 

(1) leicht: 

.-. m (w •♦- 1 ) (»in-2r-l) ^ , m ( « + 1) (» -4- 2) (» + 2r- 2) ^, 

(2.) 1.2 2r " "*■! 1.2 (2f-2) « ^ 

. m(«t+l) (m + 2).... («»•f-2r -3) ^^ , m(nn-l) (m+f-l) 

"*" 1-2 * 1-2 (2r-4) " ^ "*" "^ 12 r *^ ' 

und für den Coefficienten von a:*^' : 

,«. w(ot + 1) (w-l-2f) ^wi+" (wH-l) (w+2r-l) ^, 

^^'^^ " 1.2 (2r+l) ** 1* 1-2 (2r-l) ** '^ 

m'(m-hl) (w + 2) (CT + 2r — 2) ^^ , w(m+l) (m4-r-!-l) m+r 

1.2 1-2 (2r-3) ° ^"^ 1.2 r * 1 "''i 

Nun ist 

1 — aa; — ca;' = (— c) l^a? H jj^ JL*' 2c ^J * 

Setzt man demnach : 

... a-V (a*+ic) , a+V(a»-H4 c) 

(4.) .2; = - 6 , Yc =-f' 

so ist: 
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(5.) (1 — aa; — ca;»)— = (_e)-«(a:_6)-(x_/)". = (—) {w^br(x-/)- ' 
Zerlegt man den Bruch (^ _5y«/ _/•)■<» »" Partialbrüche, so findet sich 

i , 1. « 1 ."'("'•<-l)v 

(ar-6r (*-/)■• -" (6-/)'»(a^-6)-~l •(*-/)■**■•{*-*)"•*» 1-2 ^ 

1 _^^ ,N»-, «(■»+») (2»-2) 1 



(ö:q^"»^*(^r~i)"^» "^-l—*; 1 . 2 («-1) 



(J_/)*-ifar-6> 

^ 1 «■ ^ , ./ i»i(<iH-i>'<2iit-a) 1 

"*" {f-byiw-fr 1 C/'-*)"'^'(^P-/)"-' ^""^ '' l-a (m-l) (f~i)*-'(«-6) • 

Aus dem Bruche /^iijy entsteht eine nach steigenden Potenzen von x fortgehende 
Reihe, deren allgemeines Glied 

/ IV *(*-*-^) (*-n»- l) «" 

i— *;• 1.2 « "ir^'' 

ist. Entwickelt man also jg^iy/rp^ffn in «ne nach steigenden Potenzen von x 
fortgehende Reihe, so ist der Coefficient von a?' in dieser Entwicklung: 

/ßN / ..J-«(«-H) («-l-2r-l) / 1 l__x 

Qo-; k— *; L 1-2 2r Vfi'^Ci-/)"' /^^Cf-*)"/ 

. « («-!)« (m-^2r-.2) / 1 1 \ 

"*"1* 1-2 2r V6*+—'(6-/)'»*' /**'»-»(;/-*)'«■'/ 

«(«-« -1) («-2)(«-l) («H-2r-3) / 1 1 \ 

■** 1.2 ■ 1-2 2r 'V6*"*-^(A-/)"«-» /*'^-V-4)'**-V'^ 

■ «(«» + 1) (2m -2) / 1 . 1 _W 

"*■ 1-2 (« - 1) * V4*-^'(A -/)*^' f*^'(J- l>y*^VJ * 

Den CoeiBcienten von o;^^' findet man , wenn man in diesem Ausdrucke 
2r+l statt 2 r setzt. 

Vergleicht man die Entwicklungen (2, 3 und 6), indem man die Glei- 
chung (5) beachtet, so erhält man folgende Resultate: 

m(m+\) (m+2r-l) ^ m (im-lX«»+2) (mH-2r-2) ,^ 

^'v 1-2 2r o +1- 1.2 (2r-.2) ^ ^ 

ni(m+-\) (i»+2)(»-«-3) (wn-2r-3) »^ « . »(«+!) (m+r-1) 

■*" 1-2 • 1.2 (2r-4) ^ *^'*' ■*" 12 r ^ 

lr nt(»H-l) («n-2r-l) / ^ , ^ \ m (i»~l)« (im-2r-2) 

— ö=L 1-2 2r V6*^(6-/)'"'*7**"(A-ftW 1* 1-2 2r 

/ 1 1 \ , m(m-t-l) (2«t-2) / 1 

U»'*^'(ö-/)"^i />^+"-» (/-*>»+'/ 1-2 (« - 1) * U**'(6 -Z)*^' 
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Das Gesetz des Fortgangs der zweiten Seite ist, wie in (6) deutlich aus- 
gesprochen : 

wi(m-^l).....(m + 2r^ ^^^ m (fn-f-1) (<fH-2r— 1) 

y^'f 12 2r ^ "■" l' 12 (2r-.l) 

m(m-i-l) (m-f-r>-l) m-i-r , 1_ r m(m-i-l) (w-^2 r) 



t/C = 



1) \b 



1.2 r 1 ""^ ~(c^)L 1-2 (2r+l) VÄ^'"-^^*-/)"' 

, 1 \, , ^(^+1) (2^-2) / 1 * U 

'^ pr^nHri(^f^h)^} 1-2 ....(m-l) V6^«(6-/)«'»-*^/*^V-i)*''-VT 

wobei wieder zu bemerken, dass sich das Gesetz des Fortgangs der beiden Seiten 
durch die Formen (3 und 6), wenn man in dieser letzten 2r + 1 statt 2r setzt, 
deutlich ausgesprochen findet. 

Die Grössen b und f, in (7 und 8) werden durch die Gleichungen (4) 
bestimmt. Die Formeln (7 und 8) enthalten die allgemeine Summation einer 
Menge merkwürdiger, nach den Potenzen zweier Grössen a und c fortgehender 
endlicher Reihen. Durch Specialisirung der aligemeinen Norm erhält man Re- 
sultate, von denen folgende einige sind. 

Setzt man in den allgemeinen Formeln (7 und 8) m = 1 , so ergiebt sich : 

(10.) a^'^%a^'cJS^^a-^^*^^rr^ä^^^^^^^ 

r+1 



1 ^^ — c(6-/) V6«^»~y^v 



In dem noch specielleren Falle, worin ä =/* (d. h. ]/{cf+Ac) = 0) ist, 
werden die zweiten Seiten der Gleichungen (9 und 10) zu g. In diesem Falle 

aber ergiebt sich nach den bekannten Methoden leicht, dass die zweite Seite von 

(2r+l) (2r-i-2) 

(9) ^^^r^-a und die von (10) — diM^ sein wird. Also erhält man für 

a = 2, c = — 1. 4=/^=!, und folglich; 

(11.) a»_afL)2»..^fc»OL-:3)2^_ ^(_,y = 2,^, . 



>«M-1 



-V'.2-*a==1^2-- ^^J2(-iy=-2r^a, 



wornach die Druckfehler in den Formeln im 33'*" Bande dieses Journals Seite 72, 
(Schluss des §. 1.) zu verbessern sind. 
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Setzt man ferner ^ = 29 a =s 1, so ist 6 =s 2 * ^^^ *"" ^' ^'^^ 
l+2r-a2.^(2r-^|r-3)2,^ + 2^ = | (2-> + 1). 

(12.) l^.^^2•+<?^|>.f-•::^>2« + +4=i.2' = |(2--i). 

Nach einem bekannten Satze sind die ersten Glieder gcmze Zahlen. 
Daraus folgt, dass 2*^^ + 1 , 2**^—1 durch 3 theilbar sind. 

Setzt man weiter in den allgemeinen Formeln (7 und 8) m = 2, so er- 
giebt sich: 

n^\^L±l„v^^<, 2r(2r-l) (2r-l)(2 r-2 )(2r-3) 

(13.)— 1—""** 2- — r.2 — ° 'c-f-3. j-273 *» ^ ^ 

+ ~1~ • '?'■ = ■^(2r+l)(4^j(j _^i "^/^'(b-jy) '*' (f^ff ' Vfi*^~75^/J ' 

(14.) 2r+2„»..^.2.»!:+^^,,+3.?£2r^«»j^„-^^ 

r.« 1 ^ • J j- • c •. /ION * (2r-< -3)(2r-h2)(2r+ l) 
Für o =s r wird die zweite Seite von (13) zu -f • R.i,ir+* ' 

A- /l^^ (2r + 4)(2r-t-3)(2f-h2) 
die von (14) zu e^J^wi • 

So findet sich für a = 2 , c = — 1 : 
(15.) iS±l,^_^,?I<^.^^s.<^r-mr-^jSZ^M^_ 

+ + (, + 1) (_ I). = <''-^^)''7^g'-^'> . 

H.(.-M).'-±?2(- ,). = <?i±iH?r.±Mr±S 



u. s* f. 

Noch allgemeinere Formeln würde man erhalten, wenn man in (7 und 8) 
a oder c imaginär, von der Form r(cos9 + j:sin9)), setzte. Die Ableitung hat 
keine Schwierigkeit. 

Zum Schlüsse mag noch bemerkt werden, dass, wenn a und c ganze 
Zahlen sind, die ersten Seiten der Gleichungen (7 und 8) ebenfalls ganze Zahlen 
sind; also auch die zweiten Seiten. Daraus erhält man folgendes Theorem : 
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y^Sind m und n ganze positive Zahlen, ist ferner b = g^ , 

f =» 2"- , und sind a und c ebenfalls ganze, doch auch möglicher- 
weise negative Zahlen , so ist auch 

JL^ rm(m-f-l) (m-»-n — 1) / 1 1 \ 

c"»l. 1 2 fi V6'»+"(6-y)'»"*"/'^»(/-6)'»/ 

m (m — l)w.... (fn + fi— 2) / 1 1 \ 

"*" 1 ' 1.2 n \lr^^i(b -Z)"*^^ "*"/''^*^'(/-i)'**V 

w(gn-l) (w-2)(m-I) («i-^w-3) / 1 1 \ 

"*" 12 * 1 2 n V6'»-^-»(i -/)•**■' /"-^V-*)"^/ 

»(«1+1) (2w-2) /___!___ 1 \-| 

"*" "*■ 12 (« - 1) \b^'ib -/)««-» '^f^'if^ by^-Oj 

eine ganze Zahl/ 

Sinsheim y im Januar 1847. 



93 



7. 

De cnrva quarti ordinis sphaerica^ de Circnlari 

scalena. 

(Aactore Dr. Chr. Oudenuam^ math. prof. ord Honast. Gaestph.) 



1. 

Ol aogulus sphaericüs constans io sphaerae superficie ita movetur» ut. 
aoguli crara per puncta dno data transeant» anguli Vertex describit cnrvam quan- 
dam, quam Circuiarem appellare placeat, quia, 81 aogulus rectilineus movetur in 
piano ita, ut crura contineant puncta data, ab anguli vertice describitur curva, 
quae est circulus. Pleruroque accidit, ut si locus geometricus puncti cuiusdam 
mobilis in piano est circulus, curra analoga sphaerica sit apt itidem circulus, aut 
saltem alia quaedam sectio conico- sphaerica; at regula haec non yalet nunc, quia 
▼idebis, curvam nostram sphaericam e^e sectionem conico -spbaericam, si angulus 
mobilis constans sit rectus, at curvam esse lineam quarti ordinis, si angulus non 
rectus, Quia constructiones sphaerico-geometricae saepissime perducunt ad 
curvam nostram sphaericam, ubicunque anguli dati sphaerici vertex est transpor- 
tandus, investigatio naturae et proprietatum huius curvae quasimodo necessaria 
est. Meditatus de his rebus ante plures annos, ut alios incitarem ad eadem studia, 
problema de investiganda hac curva proposui in huius diarii vol. XVII pag. 389, 
cui quaestioni ad aiiquam tantummodo partem respondit d. Dr. Haedenkamp in 
eiusdeni diarii vol. XX pag. 328, iibi tum areae tum arcus determinationes revo- 
cavit ad integralia illa gravissiroa, quae pendent a functionibus modularibus. Quod 
vero cum utrumque non sine mendis fecerit, totam nunc suscipiamus quaestio* 
nem, et initium faciamus in eo, ut curvae acquatlonera derivemus, cui summa sit 
formae generalitas. Coordinatis nunc utamur sphaericis in axibus abscissis iisdem, 
quibus plerumque usi sumus in libro, cui titulus: ,,Grundriss der analytischen 
Sphaerik'', et cuius paragraphos interdum allegabimus. 
Creüe'f Jonrntl f. d. H. Bd. XIHI. Heft 2. 13 
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Si puncta duo u^ = (a, Ä) et JB = (af^ ÄO data sunt, aequationes circu- 
lorum maximoruni, qui per illa transeunt, enint 

(1) y — Ä = a(a?^— o) et y — Ä' = a'(a7 — öO* 

Eligamus duorum circulorum intersectionem 71/ = (x^ y), et quantitates 
X, y duabis illis aequationibus satisfacient, quare aequationes eorundem circulo- 
rum maxiroorum etiam sie exhiberi possunt: 

li — j = a(/ — or) et u — y=a'(/ — x), 

dummodo a = ri^ et a! = — — ?. Angulus sphaericus AMB sit = 2v, et 
cotang2i^ = c, quare e formula in §• ll. inventa facili negotio invenis 
_^ (i -i- y*8i n*y) -f- ( « -l- a ) (eosv — ay sin'y) - j- go/(i -> ar* sin*y) 

in qua i^ est longitudo linea cardinalis, sive axium angulus. Si substituls valores 
a = j^^^ et a' = ^^ > , reductionibus absolutis curvae iam aequatio invenitur 
generalis 

(x — aXx — fl-) 4- ((/ — Ä) (X — öO+(y — ÄO (X — a)) cosx^H- (y — Ä)Cy — ÄO 

+ (aj — bx)(afy — Ä'x)sin*v 

(2.) =:±csini;,((a'-a)y~(6' — Ä)x + ai'~ÄoO-V(l + a:* + y* 

+ 2xycosv) 

quae facta rationalis habita variabilium x ety ratione ascendit ad gradum quar- 
tum , nee ambiguitatem signo ^ iudicatam amplius continet. Quare curva cir- 
cularis est linea quarti ordinis sphaerica^ quae eadem manet, si loco constantis 
anguli 2i; = arccot (c) sumitur angulus or — 22^ = arc cot( — c). (Confcra- 
lur §. 20.). 

Casus vero specialis excipiendus est unicus, in quo angulus 2,v = \'!r, 

ideoque :i= r = est^ quia aequatio curvae rationalis tunc est 

(x — a) (x — aO + ((r — b) (x — a'; + (/ — ÄO(x — a)) cosv+ (j — i)(y— ÄO 
+ (ay — bx) {a'y — i'x) sin ^v = 0. 

Curvam vides nunc esse lineam secundi ordinis» sive sectionem conico- 
sphaericam. Ellipsis haec, quam dicimus circularern aequäateram, eara sequitur 
legem, ut arcus^JS puncta data coniungens sit ipsius axis minor; semiaxis maior 
vero est ea, ut ipsius sinus aequalis sit tangenti trigonometr. semjaxis minoris. 
(Confer. §• 87, 88, 89). 

Contra curvam nostram appellamus circularern scalenam, si angulus pe- 
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riphenae constans 2v Ait est. Si cardines axium collocantur in punctis datis A 
et Bipsis, curvae aequatio, in qua nunc cstv sz AB, fit simplicior 

qua de re conferas $. 6. Aequatio nunc ob productum a^y^ ad quartum gra- 
dum est referenda in forma rationali 

cos'v — c*sin*v — - c*a:* «in'v — 2(1 +(:^cosvsiü^v — c^y'sinV + x'y'sinV = 0. 

Si in aequatione generali axium angulus i; =: ^tt sumitur, circularis sca- 
lenae aequationem inter coordinatas rectangulares obtines : 

Ov-^aXx^a') + (y-b)(y — b') + (ay-bx)(ay^b'a:) 

= ±c((ö'-a)3r-(Ä'-Ä)a7 + (aÄ'-ÄaO)V(l + ^ + /; 

sive 

+ (y-by+(ay-bx)^.y(jix'-ay+(y-b')^ + (afyr-b'xy), 
si?e 

((flf-a)y-ib'-b)x + Cab'-ba^))y(l-a^+y^) = sin2rV((x-ß)*+ (y-b^ 

+ (ay''bx?).y((x^ay + (y-bO + {ay-b'xy). 

Aequationes (2 et 3) in eo consentiunt, ut ipsis satisfacias tum ponendo 
X = a et y =^ b, tum ponendo op = af et j = £'; quarc circularis scalena 
(idem valet de aequilatera) transit per puncta j4 ei B ipsa ; arcus circuli maximi 
igitur AB, qui puncta coniungit data A et B, inter curvae chordas est referen- 
dus; quam chordam appellemus chordam primariam. 



2. 

Aequatio (3) formam induit simpllciorem« si coordinatarum axes i(a collo- 
camust ut chordae primariae AB = 2fiL punctum medium C sit coordinatarum 
initium, et chorda haec ipsa sit axis prima; altera axis erit circulus maximus CO, 
chordam primariam in puncto medio C normaliter secans. His positis est 

Ä = Ä' = , a = tang^ et a' = — tang/i, 
et aequatio (3) nunc migrat in 

(1.) a7*-tangVx+j'-tang>.y*= ±2cot2c? . tang/i. y|/(l + x*+y*), 
ita ut, si punctum M= {x, 7) (fig. 1), sit x = tangCP et y = tangCQ. 

Si vero vis introducere abscissam CP = x et applicatam PM=i y^ se- 

13 ♦ 
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cunduro regulam in ($.3) datam ponas tang x loco x et loco y, quo 

|/(l+a?*+y^ abit in eosxco8y ' ®* «equatio (1) ipsa in hanc: 

siny (cos'/i — sin^c) =fc cot 2i; . sin 2/i • sin j = sin/x'— sin'a? 

Eandem aequationem simplicem et specialem facilius hoc modo invenis. 
In triangulo sphaerico ABM^ quod lateri AB = 2/£ oppositum contineat angn- 
lum datum AMB = 2i^, demittas e puncto M perpendicularem PM = y in 
latus ^i7; si C est punctum huius lateris medium, sive CB^ss CA^=:/u et 
CP^=a; ponitur, erit jPjB = /i — a? et PA =:: /u + a:, 

Quia ob triangula rectangula APM et BP M est 

tang PMA = -^^j^ ^ , 

tangPMÄ = ^-p^- gij^^ , 

et 2v = Pilf ^ + P AfB, ideoque cot2. = ';:,'^MÄt^P^^^^ ' ««>sti. 
tutionibus emergit aequatio sin'jr — cot 2i; ; (tang QLt + a:) + tang (/u — a?)) . sin y 
— tang(/A + a?)tang(^— ^) = 0, quae paullum mutata abit in 

(2.) (cos ^fiL — sin ^07) • sin'/ — cot 2i; . sin 2fiL . siny = sin /u^ — sin 'o? , 

quae eadero est cum aequatione (2). Si abscissa x<fi est, ad quamcunque 
abscissam CP = a? pertinent applicatae y = PAf et — y' = Pilf , et praeter 
has applicatae 9r— ^r et it+y', (Applicatae w—jr et ar + y' pertinent ad cur- 
vam adbd\ in (Fig. 2), congruam cum curva ADBDi et cum hac coniugafam), 
ita ut aequationis radices sint sin^ et — siny^ Per notas regulas binc colligis esse 

,o\ • • i tang(u-i-g)-f-tMig<fi- x) 
(3.) «n y - sm y' = — ^ tang2y 

(4.) sinjr . sin j^' = tang(/i + x) . tang(^ — x). 

Quia tangPM^= -jgpTigr = ^^ - et tangPitf' B = Sd7 ^ 

roultiph'catio harum ob (4) praebet aequationem tang PMA . tang PAf '£ = 1, 
quare est 

(PMA + PM'B^^jt. 
(5.) J Pariter invenis 

( PMB + PM'A=z\n. 

ideoque, addendo, AMB + AM'B = it. Quia angulus constans AMB ss 2v, 
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angulus ^M'JS = 9r — 2cy quemadmodum in circulo Planiraetriae. Resolutio 
aequationis (2) praebet 

(6.) $m/— * 8m2©(co82a: + cos2^) 

et qnia altera radix est — siny^ est 

. ^ _ |/(8in*2^ — sin*2i/ - 8in*2g) — an2fi » co82y 
(7.) sinjr _ 8ui2v(co82^ + co82i*) 

ita ut y' == PM' sit quaotitas positiva (sive ^0), si estx</u. Quia tum y, tum 
y immatatae manent, si — x pennutatur cum +x, coordinatarum axis secunda, 
sive axisDDi, curyam dividit in partes DMDi elDM^Di symmetrice aequales. 



3. 

Trigonum AMB abit in trigonum j4EB in B rectanguluro» si est o? = /O« 
quo fit/* = et j = BE. Quia calhetus -^jB = 2/i et angulus oppositus 
AEB = ^ ilf B = 2v, Sit alter cathetus BE = 2>, hypothenusa ^ JE =ä 2rf 
et angulus BAE = c. Quare valent formulae notissimae decem: 

sin 2^ = sin 2(f • sin c, 

sin 2/x = sin 2(f . sin 2v^ 

cos2(r =: cot£ . cot2t^, 

cos 2^ = cos2yi . cos2q;, 

... j tang2/£ = tang2cr . cos£, 

tang2/i =rtang2i; • sin27» 

tang2y =tang2d . cos2v» 

iw\g2y =tange • sin2/i, 

cose =7 COS27/ . sin 2t; 9 

cos22; = co8 2/£ « sine. 

Yidimus esse pro x'=^ fx applicatam ^' = 0, et applicatam y = 2y. Si 
x>fi suraitur» applicata — j^' fit opposita; quare nunc valent formulae: 

!_ gJn ^i^ • co s2y-f-l/(8in*2 iri-sin*2y ^ sin^2ar) _ sin 2^col2y-^]/(sin*2J- si n*2x) 
*'°J^ sin2v(cos2j?-|.co82/i) C082/Ei + C082d? ' 

. ^ _ 8in2M ' cos 2i/— V(sin'2,ii-si n*2 r«sin^2a') _ sin 2^ cot2y-y(8in*2^-8itf2ac) 
smy 8in2i'(cos2j'H-cos2.i«) cos2^ + co82;r ' 

quae tum y tum y' faciunt posilivurn; ita ut, si x = Cc sumitur, sit y z=z vq . 
et y^ i=z vq^^ unde vides, applicatas y e\ y' aequales fieri» si radicale 

}/(sin«2/x - sin*2v. sin'2^) = 
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fir, qnod evenit« $i sumitur sio 2a: = J^^^^gy = =*= sin2rf , «ve x ä ± rf. In 

(flg. 1) Sit Cp = 3 = Cf, applicatae i^q et cqi nunc co*iacidunt in tg, ut fiat 

. . ^^ sia2/MCOs2y tang2iei-cot2y sin2y 

siny — siny— siüfg — gin2i;(c0825H.coi2f*) ~ 1 + cos2y " 1+cusl^ 

51 VC «n/^ SS taogy. 

Applicatas has extreroas fg et /'^ simut esse lineas curvam in g et g^ 
tangentes paullo post demonstrabitur. Esse angulum j4gB ^=s^ j4qB ^=^ Aq*B 
AEB = AMB per se patet 

4. 

Arcuum ADB et ADiB sagittas CD= a et CD| =: ^ esse appli- 
catas masimas in aperto est. Formulae (3 et 4 art. 2) praebent 

y = a et y' sc ^ pro o: « 0. 
Quare invenis formulas 

I tangju. 
sin^ e: tang^. tangv. 
Quantitates constantes omnes nunc etprimamus fonmulis, quae oontideant 
sagittas has a et ß. Primo invenis 

tangi;-]/riHa' 

sing — s in/g 

. ^ 2|/( sinaiin/g) 
sin2t'--^.^-^^^^, 

Quia tang/t e sina tangi^, est 

tang^ ta ]/( sina sin ^)» 

^ 1 — sinorsiB/9 

.^^^V-i+sinasin/J' 
. ^ 2l/(sina sin/9) 

(S.) { *»"2^ « | + 8inasin7 • 

I . 1/ sinasin,? 

1 

cos/A =j/(H.sina«n^- 



Quia sin 2d •- ilH^» °"'"'' fo"*"»'» 
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/ • ox« sintt + sin /g 

cos2^ 



sin2d- i+sinasinT"^ 
cos a cos /9 



(4.) 



l + sinasin/9 ' 
» 8ina+sin/9 
*»ng2^ " cosaco8/9 ' 
C08i(a — <g) 



<=<>*<' ~ 1/(1 + sin« sin/?)* 

. 8inKtt+/g) 

*'"*' Kl + sinasin/?)' 

«n|(«-t-/?) 
co»a+ß 



Qaia sia2y t,ng2^ » »"vems 

• o — ring — sin /9 

cosacos/? 
cos 2y " iZsi^^n;^ ' 

8inJ(«-/?) 
«ny = j7(nrsl5^si5^' 

sioKa+/9) 

Adiumento fuoctionis longitudinalis hyperbolicae aequationes sin 2 d 

8ina-4-sin/9 , _ sina — sio/ff . ,. , , ., , 

" r^iü^süij «t ""^y = -nr^n^TsTn-/? simphcius exhibentur 

^''•^ 1 8(2y) - Sa - Zß, 

ita ut vice versa sint 

(7.) Sa = -5S(2rf) + JS(2y), et S^ = 5S(25)-iS(2y). 
Si chorda maxima a + /J=a2^, et ipsius punctum medium, sivc 
OD = OD', ponamus CO'^' V , sive a^ ß '=' 2v. 

Patent relationes 

,^. . sin 5 cosJ 

Ouia vero cos ^ «= cos^^ C . cos C O = cos^ . cosjj = cos rf , vides esse 
(9.) 0^-rf-M-E. 
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Addimus formulas has 

(10.) tangy « jjjj , tangrf - — , co82i; « ^^ , 

quas facilUme augebis, dummodo memineris esse 

a^^+ri et ß^^^n. 

5. 

Gurvae aequatione sie exhibita: 
(1.) (cos2/x + cos2a;)8io^/ — 2sin2^.cot22/.s]njr e cos2ar^cos2?^ 
facillime introducis sagittas a et ß^ quo fit 

ideoque 

.^ . ^ (1 -8inc8in/S)(l -f-sinV ) — 2(8ina — 8m/9)8iny 
(2.) cos 2a: = (1 + smasin/JKnrTin ^ ' 

Formula ex hac faciilimis transformationibus invenis : 

sin X « -^^ . ]f(s\x\a - siny) (sin^ + siny) , 

(3.) < cos rr = ^ . }/[(l - sin a sin/) (1 + sin ß sin y) , 

> / (sinof — siny) (si n/? -^ siny) 
(i -"sinasins^) (1 + sin/Jsiny) ' 

quarum ope e data applicata y sive±y' computatur abscissa communis x. For- 
mulam ultimam elegantius sie repraesentabis 

(4.) tango; « }/ [Sang (2a: - ßy) . Sang (S/? + 2y)] . 

Addenda est formula haec 

(5,) sin2a: = A^ }/[(sina— siny)(sin^+siny)(l-sinasiny)(l+sin)Ssiny) 

E formula (2) differentiando nanciscimur 

. ^ , 2(1 — sinasin^9)siny — (sina — sia/y)(l-f.sm*y) ., 

sm2a^ . dx = (iTrin';^iFÄ''^^*7 ^ 

. ,, ^1 l — sin«sin^? 

quae vero, quxa Ktangy+coly) «= ^-5^ = TiiTa"^ riiij"""*^*"^ '" 

^^ V . r^ , (sina- sin-^Xsinif — tanffy)(sinw — coty) ^ . 

.„ . . ^ ~ \{ Ana--s \nß) (sin^ — jang yKcoly — rfny)_;^Ö|r 

(7.; Ja: «= cosy V[(sina- «ny)(8in/+sinj^Xl-~8inflsi^^ sin/Jsiny)]' 
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Si X; est anguliis acutus, quem Iinea curvam in M tangens fach cum appli- 

cata PM decrescente, est tangX; ■■ g- , quare vides, esse 

^ |(8inog — sin/g) (siny — tang;0 (coty — sjny) 

unde perspicis curvam ab axi D7>| normaliter in veriicibus D et Di sccari, et 
applicatas extremas fg et fg* simul esse lineas tangentes, quia fit X «= 0» si 
siny «■ tangy ponilur. 

Angulum \ paullo post constructione geomelrica determinabimus. For* 
roulam yero ultimam hoc modo exhiberi posse non negllgimus: 

,Qx ^ ^ cot2y > (s iny -- t ang>) (coty ^ siny) 

vo.) ta^g^ =* 71= ---^. -— -^ ^ 



6. 

Supra abscissa duph'cata Pp » 2a7 construatur triangulum rectangulum 
pPm tale, ut ipsius bypothenusa sit pm «« 2dy ideoque aequalis sit hypotenusae 
AE trigoni coDstauiis ABE\ alter cathetus sit Pm «■ 2w, angulus /;mjP = 9 
et angulus )t;mP a i|.\ Quanfitales variabiles 2a;, 2ot), 9 et op cum invanabili 
2d ifa coniunctae sunt, ut valeant formulae decem: 

Icos2cf « cos 2^7 • cos2oü, 
sin 2^7 =» sin 2d' • sin9, 
sin2w =* sin 2(f . sinif), 
tang26ü » tang2(r.cosGp, 
^1 V / tang 2a? =» tang2rf.cosx|;, 

tang2a; = tangg) . sin2cÄ), 
tang2o() =■ tang*^]^ . sin 2a: , 
cos2(y = cot 9 . coti|> , 
cosfp =« cos2ar . sinop , 
cosalj ™ cos2cä) . sing). 

Si in aequatione (1) articnli praecedentis substiluis 

cos25 C0825 . ^ rt i^ • 00 cos2ä-sin2/, 

~*2a: - ^ , cos2^ = --^et s.n2^.cüt2v = cos2^s,n2/3= --5^' 

ipsa migrat in hanc : 

(2.) (cos2'y + cos2oü) . sin'y — 2sin2y . cos2w . siny = cos2y — cos2a). 

Crelle'B Jooroal f. d. M. Bd. XLIII. Hüft 2. 14 
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Variabilis vero 2co est ea, ut sit 

i2oa«2(r proxnO , 
2C0n2^ pro X sa fii, 
2co a pro a? » rf. 
Qaia siny et sin^ sunt radices aequationis (2), concludimus, esse 

. , 2sin2yoos2a) 
^'"y + ^^°y^ cos2y4-oos2a ;> 

ideoque 

• . 2o082r-8iil2a> 
siDy^siDy-«. ^^^^^^^^ -, 

• . «0(2^-1-2«) . ^ dn(2y — 2«}) 

quareinvemssmy-— jjy— ^-^ et siny- ° ^^^^^^^ -g;; > sive 

tm ^(y-*-^) tangy ^ tangco . ^ 8in(y — <«) t angy — tang^t» 

**"y "*008(y — 0») "" l-f-taog;'*tangai ^* siny* ■■ cc»(y -i-a>) " l— tangytangai 

quas fonnulas brevius sie exhibes : 

'^ |Äy-iS(2y)-J8(2co), 

quaram baec itenim monstrat, esse y' negativaniy si or < /i sive 2co > 2y , 

esse y « , si or «■ /x, sive 2w — 27/ , 

et essey positivam, si a?>/i, sive 2aü < 2y, 

Formulae (5) addendo et subtrahendo praebent 

2y-«y'-Ä(2co). 
Quia vero 2a — gy«2^ + 8y' et S^ + 8y«2a— 8y' est, foraiula (4.) 
articuli praecedentis 

tango: tm |/{2;ang(8(x— 8y).3;ang(2/? + 2y)j eadem est ac 

tanga;- VlS«t9(Sa-V).2;an8(2^ + SyOJ* 
unde perspicis, ad applicatas y et y' pertinere eandem abscissam a^; quod 
aliunde notum est. 

FadUime invenis formulas 

l/(co82/*co82ca) 

^ '"' » , V(cos2y«co82«a) 

^°'y ~ cof(y+«) » 
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^ . , 2cos2rcos26j . . , cos2w— cos2y 

Quia cosy cos y = —^^^^ et sm y «n „' = eos2a)-hcos2y > componis 



(SO 
e quibus (luant 



(9) 



. ^ C082v+2c082v0082(u— C082ai 

cos(»+tf^ = ^sW-i^oTi^ • 

/ ^\ co s2ft>-^2 cos2yco8 2iü— cos2y 



t . ^N i/C0s2;'(l+C08 2«) 

• 1/ . ,\ i/C0s2ia(l— C082y) 

cos J (y-y) = j/- «,s2^+^oT2^ ^ 

• i.r ^v 1 ;C082y(l-cos2a») 
sin,(y-y)= [/ eos2y+ci)?2ir • 

. • ^ 48inyco8wV(co82ycos2fti) 

s,n (y-f-yO = — ^oi27=j:^"82"a; --' • 

• / ^ 4co8 y8ina»|/(co82^co82fti) 



Si JPest chordae il/itfi punctum medium^ sive FM =- FMx^ ponamiis 
Afilf,=y — y' = 25ctP-F=/>, ita ut sit 

5 = |(y~y') et D = jC^+sO • 
Qda siny — fang 5. cos y = (siny cos J(y--sO — cosysin J(y-y)) :cos J^^ 

siny'+tang5.cosy'=(siuy'cosj(y-y0-^cosy'sinj(y-y')):cosj(y-y0=^^ 

et quia insuper est co?'^— t?) ~ *angy, valent formulae 

sin y — tang S . cosy = tangy , 
siny' + tang5 . cosy'sstangy ; 
et pariter sine ulla ambiguitate invenis 

siny •+• cotD . cosy = coty , 

siny' •♦• cot/) . cosy* = coty . 

^ . . ^ -,/cos2y(l— cos2w) -,/cos2a?— cos25 

Qma insuper tang S = y ^5^2M:rrcbl2^ = ^^cos2iU+co82c) 

14^ 
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jy 1 / C082ft)(l — C082y) ■,/ C082/i — cos23 

lang J7— >/co8 2y(l+cos2i./) = >^cos2«-f-cos2J 

co8(a-Hr)cosd— x) ~ K co?*-sin*Ä • 
formulas memorabiles obtines ab omni ambiguitate liberas quatuor has: 

smy -cosy . y ^fs::^j,J^ = tmgy , 

smy' -f- cosy . V eosM-sinV = ^^"67 ' 
et 

I . T /COS* 5— sin* a? 

smy + cosy . ]/ ^^,8^^^. - = coty , 

• ^ ^ , /cos*5— sin*« 

smy + cosy . V-TTZrisni = ~^y • 



sin* J— sin* /i 

quae sunt equationis ad curvam pertinentis transrormatioues. Si tum siny, tum 

siny sublrabendo eliminas, oriuntur 

cosy = cot;^-tangy 

^ , / C08*J-8in*g y 8in*a-sin*g 
r sin*3-gin*^"*" K cos*a-sin*^ 

cosy^ — , ycosM-sin*« , /8in*<J- sin** 



Y sin*J— sin' jti r cos* J— sin*f* ' 
Si denominatores reddis rationales, et sin^rf — sin^/x = cos2/u . sin*y et 
cos'rf — sin'/i = cos 2^ . cos*y esse observas, formulae oriuntur elegantiores: 

( / A cosy > l/(cos*a— 8in*g) — sin y|/(sin*a — sin*a?) 
Icosy = ]/cos2^. co8*fi-.sin*x 

W 1 , , ^ cosy-V'(cos*J— 8in*«)-+-sin>'*V(sin*3— sin*a:) 
^cosy = Kcos2/x. co8*fi-sin*« 

Easdem formulas ab ambiguitate omni liberas praebent transformationes 
aequationum (7) articuli praecedentis. 

8. 

Ex aequatione 2y = j8(2y)-*- jS(2w) diffcrentiando obtines — = ^^gjci' 

et quia logcos2d = Iogcos2a?-f-logcos2co, invenis — tang2a;.da7 = tang26ü.8co, 

8w tanff2ar ^ • « • . • 

quare est — = — ^-^g^ ,8a?, quae, quia tang2a? = tang9.sm2oa, migrat m 



7« Oudemumnf de cwrva qumH ordoui iphaerioa^ de Circulari ioalena. 105 

— 8y = tangg) . cosy . Bx, et quum 

cossr • 8a? 
tangA, = — — Q— - , 

▼ides esse tang^.tangX; = 1, sive X = Jtt — 9. Si igitur e puncto Af ducis ar- 
camMfiL ita, ut angulus PMfx = (p=z Pmp sit, arcusAf/x erit linea normalis 
ad curvae punctum M pertlnens ; linea vero tangens per M ita est ducenda, ut 
angulos aequales sive rectos fadat cum normali M^. 

Pari modo construuntur linea normalis et tangens, quae ad curvae punc- 
tum Ml pertinent, unde vides, curvam secari a chorda M Mi sub angulis aequa- 
libus, quod idem valet de circulo Planimetriae. 

Quia 9 = {it'^X, est 

.- ^ col2y ' (siny— tang;^) (coty— liny) 

l^[(sina-siny)(sin ß'^sinj/)(^^- siny )(äi[^+«n, )] 

^ . . 8in2x . . ^ , 

yuia smg) = ^^ , mvenis formulam 

(2.) sin?) = ^ . V[(sina-.siny)(sin^ +slny) (ii^-«ny)(-^ + sin,)] 
ideoque 

(3.) cosg) = ^^ (siny— tangy)(coty— siny) . 
Eaedem formulae valent, si y permutas cum j/ et 2v cum ir — 2v . 
Quia tangxl> = ^^-^g et ^jS = ^^ng^» *^»*>«« «* formulam 

^40 tanaib = tan gg > (8iny- tangy) (coty-sin y) 

l{^(sina-siny)(sin^+siny)(^j;^-siny)(-^+siny)] 

Quia cos2a? = — ä£ (1— 2sin2y.siny + sin'y), 

«"2ir = ^V[(sina-siny)(sin^+siny) (g^ - ^iny)(^+ siny)] , 
ideoque 

tan 2a? = ^^"6^/^- V[0'"^-^'" y)<s"^i^-»-^^'"y (sliTS— *^"y) (sUi[;s-^**"y)J ^ 

1 — 2sin2;^ • smy+sin'y 

formula cosa|i = ^ 2^ praebet hanc: 
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cos£v [(sioa— siny)(sin/gH-siny)(g;^— sin y)(^T^^ 
(o.) cos ip l~2sui2/.8uijf+siii'y * 

quae coniuncta cum (4) suppeditat 

. , sin£ - (siny - tangy)(coly— ainy ) 
(6,) sinop = rr2slir2;/-siny+sin«y • 

Si applicatas extremas fg et fg' aequales, quanim abscissae sunt C/= 6 
et C/ = — rf , et quae simul curvam tangunt in puoctis g et g^ , ponimus = r, 
est sinr — tang^/sive 

2r«52(2y)«K2a-«/?). 



9. 

Si ^ designat applicatam puncti cum puncto M peciprocitatis lege con- 

iuncti, scimus esse £ complementum anguli, quem circulus maximus curvam inM 

tangens faciat cum linea abscissanim, sive esse sinz es cosy . costp ; 

, (siny-tangy) (coty-siny) 
quare est smz «■ cosxy . j^^ , et 

cos2v 2— 3sin2y- 8Üiy+8Ui2y*8iii'y 

Si vero r est radius curvaturae sphaericus ad cunrae punctum M pertinens, 

valet formula generalis tang r » g^^ . quare nunc est 

rin2y cos*y 

tangr » cos2v ' 2— 3sin27^8iny+sin2y • sin'y ' **^® 

• ( sing4-8in /?)co8'y 

tangr a 2(l--slnasto^"— 3(8Sä^-sin/^ ' 

qua e formula radius curvaturae sphaericus quolibet casu satis commode com- 
putatur. 

10. 

Si aream DCPM ^ fei aream CD^Mi P^f ponimus, est 9/^« sin y.d.r 
et 8/"« — sin y* . 007, ideoque 

jCö/-»-»/^) *• f(«'^y— ^injO • 9^ et 

^(8/— 8/^) » i(siny+sinyO • da: , quae formulae adhibitis (4.) art. 5 fiunt 
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•^ ' ' ^ cos2;'-f-cos2a) * 

i(Pr^Bn- sin2;..cos2a) 
'^ ^ ^^ cosir-i- c6s2w 

Adhibeamus nunc functionum itiodularitim niodulum 

/r = sin2d 
et binas amplitudines ad hunc modulum relatas 

tm u = 9 et üma=:2v , 

e qujbus (iunt snu = sing), ma =r sin 22/, Arsnu = sin2(r. sing) = sin2a? et 
Agna = sin2(f • S]n2i; = $in2/uL, ideoque dnu = cos2a? et iaa s^ cos2/x. 

C082d y , ^ C082J Jf 

Sunt porro cos2co = ^^^ ^ ^ '^ *»^* co«2y = --g^ '^ Jüi = ^^^ «' 

• o I • o L ^2w . , sfa2y 

tinZo) ;= Arsncu» sinxy = kgnoa, snou = g;f2J ^^ smip , snoa = jgj[2* 

SS sin 2 £, siYe 

amcu s= ij; et amca = 2£. 
Differentiando formulam cos2a; = dnii obtines 2sia2a:.9a: = f^gnu.mu.bu, 
sive 

quare componuntur formulae integrandae 

Pdnoa*8noti* okUdu P- cn^ti-8« 






dnca + dnc« daa + dntf ' 

Ar* 8nc a • dnc tt • cn tt • hu il' en a • cn tt • 8 tf 



dnca-f*4nctl dna-f- dntt 

Integrale hoc invenis facillime 

1 j ly l+dna-dntt-i-yflBa'fptt 1 • y/ l-»-cos(2x— 2/i) 1 . co8(g-fi) 
"■ loa ^^ >^l+d»a-dnu — **ina-aDtt ** ma ^r l^cos(2«-i-2/u) "^ Ina ^cos(«+jti)' 

quare est difterentia arearum 

/-''- T5i^[«« S««8(S)-««S«»»e^)]. 
vel s! maviS) 

^-^ ^ toS72i '^g ^söi^^) = liSpi; • 9trc Janfl (tang/t . tango:) . 

Formula prima uti nequis, si est g)>22/, sive o; > /k» quo casu ipsa mutanda 
est in 
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r-r - co.24«r<I«,(^)-«r,to,^)] 

adhibita formula notissima Sang(a=!=|7r}/— 1) = (Sota = «^ ^ , et si a7 = /Xy 

nonnisi formula secunda iustum praebet Talorem, quia 9IrcSang (1) est quantitas 
infinita. 

Formula integranda altera sie exhibita 

quia e (§. 211) theoriae functionum modularium G^Sü^eotie ber SÄobuIar^^ Functionen 
unb b(t 9Kobular^3ntegra(e bon ©ubetmann'') nota est integratio 

praebet /+ /^ « am w — dna . u + [sirc Jong y;^ — '2 (w , IT— ö)J , qua 

vero uti nequis, si est c^ > a, sivc a? > /x, quia tum 9(rc Sang \~r^) tum '£ (i/, 

K-^a) partes continent Imaginarias, quare, ut ipsam reducamus et ab incom- 
modo hoc liberemus, in usum vocamus relationem 

'5i(u,K'd) + eiu. fl) - 9trc Sans (^^j:^ - l°g K — (^^^7) ' 
in ($. 134) Theoriae functionum modularium enucleatam . quo fit 

et quia secundum formulas (12 in $. 33) eiusdem Theoriae est 

et insuper &(u, a) — tna . dna • i/ = ^ S)(a, a) (Gonf. §. 116 Theoriae f. m.), 
adipiscimur formulam satis reductam 

* Fl l/l-f-dn(a-tf) ^, .-| 

et ab incommodo supra dicto deliberatam. 

. I 1 / 1 + dn (g — tf) I I /l -l-dn a« dntf-f- A:^gpa'gnt<(cng'cntt — ana*8im ) 
yuia ögr i^j|n(a^||) '^ ^8 r i -f-dna«dna — A:'sna««Da(cna»cDa-+-8na'Kia) 

- Tj /l -f- cos2^co82ar «f- 8in2^ sin2ap co8( 2y + y) 

*®6 r l-f.cos2^cos2;r + sin2/tsin2xcos(2)/+^ ' 

si 2i^' s TT — 2i^ sumitur, construamus triangula duo sphaerica, quorum primum 



7. Oudtrmasm^ dt eurva qmrU ordadi sphaericüj de Grculairi iealemu 109 

inter latera 2/x et 2w contineat angulum 2v + €p, el alterum inter latera 2/x 
et 2a? contineat angulom 2%/+qi; si trianguli illius latus tertium » 2g ^ et baius 
latus tertium est ^^g*, valent formulae 

cos2gr "■ cos2/xcos2x+s]n2/xsin2a7cos(2r + 9)), 
cos2^'b cos2^ cos2j7 + sin2/x sin2a7cos(2i; + 9) » 

, -t/l "hdn Ca — u) , i/ l-^cos 2y cosg 

quare est Hy j^dJTci^i) ^ '^S V r:ir^2F " '^g^5i? 



hV. 



cos^Cji — a?) co8*(y -f- jy) -♦- cosV + a?)sin*(v -h iy ) 
cos'O* — ^) cosXv'-i- Jg)) +COS V + a:) sin*(i/-i-4<p) 



ideoque Z"-*-/^ ■» g) + cot 2v . ^log ^Jj^/"" 2) («^9 a) ) , quae formula eam potissi- 

nium ob rem est notatu dignissima, quod continet integrale ^(u, a), cui est 
ncUura hyperholica ^ cum integralia a functionibus roodularibus pendentia ea, 
quorum natura est hyperbolica, in rebus georaetricis ranssime occurrant. Areae 
f e\f ipsae nunc expriniuntur formulis 

2./-9-Kco.2..(i,g y.-g:;g -:6(...)). 

2.r-,+c.2..(i°6eiS-^^]-*(«.«))' 

Argumentum u^ K, sive quadranti modulari aequalis fit, si est ampli- 
tudo 9 oa J^, sive a: ■=■ 5, et quia rfnf/ST— a) es dn(K + ä), ideoque 

log}/i±~^^^ tunc « fit, area DD^gD =. i7r-.cot2i'.2>(iK; a) et tota 
arcaD^DiBl>-'w-2.cot2v.3)(^, «)♦) fit. 

11. 

Etiam rectificatio curvae pendet ab integralibus modularibus, quorum 
vero natura non est hyperbolica, sed cyclica. Sit arcus DM ^a s et pariter arcus 
Dl Ml ** s'» Notissima est formula generalis 

^ smcp ^ cos(p * 

sin2ar 
quia vero sin 9 = ^^g , quare 



•) Si caiTi est aequilalera , sive 2v ss \nt formula » — 2col2r[Ä'(lna. dnö — elfl)-|-£aj 
es ff — 2 IT cos2^-f- 2 cot2v(£.a — /ir.e/a) redacitar ad simplicem DAD^BD ss w — iüCcosZ«, in 
qua IC est qaadraDs modolaris pertinens ad modolam A =r Änifi, quia nunc 2J fit s 2^, et parameter 
• es JC, ideoqae e/d =3 E fit. 
CreUe*a Joaroal f. d. H. Bd. XLm. Heft. 2. 15 
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t/(sin^2^-8in*2:tr ) _ l/[8in(^ + ^)co8(J>4-ar)8in(^->r)oos(3-f-jr)] 
^®*9> = ^28 ' ~ sin J cos J 

l/(sin*5- sin«^)- |/(cos»5-.8m*;r) 

sive cossp = ä^TcisS' ' ^*^ 

sinJ' Cos^ , 

Ö^ - i/(sHi^iJ^8in'a;>l/(cosM-8iii«a:) ' c<>syöa?, 

et quia cosy =i }/(cos2/i). cosV-sin*^ * faciUimc 

componimus 

[cos;^ • d^ 
(■cosV-sm»a:)l/(sinM-8in«^ 

Bin;^'8ar "1 

"" (cos V - an*^) V(cosM - 8iii»a7)J ' 

Pari modo invenimus fortnylaro 

ey = sind Cösd.}/(cos2^).L(55;i^^^ 

siny 8^ 1 

■*■ (cos^f* — sin'ar) V(co8* 5 - 8m*^)J ' 
quapropter est 

s + s'" co>y . sid 2d . V (cos Vy (cos V - sto«*^ V(smM -da»*) «* 

Utrumque integrale pendet a fuoctionibus modularibus. Si primum spec- 
tamus, adhibito functionum modulo 

X/ » sin (Ty (iat sin ^ «» X; . soi^» sive 
sinx 

quo nanciscimur |/(sio"(f — sin'or) ■■ A^cnu» dx •» X/cndu, ideoqut y^ . > > . ^ — 
=s ria et 



. COS;'« 8103^(0082 |U) 

^+^^ ^5iV 



•^ol-;;rrr:8n»M 



quod integrale comparandum est cum integrali 






Huncinfinemponatur dn'a=^— « -— = siW, quo fit dnc'a =s -r-T— 
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= cos/a, VwDLa c= cos^ et Vmo'a = sin/z, ideoque X/^sn'asnc'a = sin ^. cos ^; 
quare est 

cog7' Sin23»l/ co82/i^ ^^ 
'^"*"'^"- cosV-sinAiCosi^ . L[u. a) 

. 1 . . oosr-sin2^*]/cos2.a stna-f-sin/? 2 

et quam reducendo mvenies -cosV^-gä^-^S^^r- = ,/(suia8in/9) " 5ta2^> ^»* 

(1.) K^'+5)=^.'C(ii,a). 

quae est formula satis simpIex, in qua tum argumentum u, tum parameter a de- 
terminantur formulis ad modulos X; =c sind et V «!■ cosif relatis 

Ana: . oosi^ 

siiiJ 
dne^ » cosa?, et dn'a » ^^^ ■■ sin *, 

(2.) { tangjr , tangj • 

dnc'a o cos/x, 
^ sin/* 

Quia sina? » X/snii » 8n(^X;ii, -^y et cosi9'«» Vsn'a « sn^Va, y?^, 

addimus formulas 

(3.) am(^A;M, x)^^ et ain(Vflr,^/) » ^w — # . 

Argumentum i/ quadranti modulari L ad modulum X/ pertinenti fit aequale, si 

2 
a: « tf ponitur, quare Dg + /y^ ^ DgDi^ -^^^ .'C(L, a), ideoque tota 

4 
penpheria Dg'D^gD ^ sin2v''^(^' ^^' '" cruenda differentia y — ^adhi- 

bitis iisdem modulis ;t a sincT et X =» cosd, qui vero nunc permutentur, ponatur 

sino: es A'sn'r, quo fit V(cos"cJ — sin^r) » A'cnV, hx « A'cn^'. 9r, 



5Jl/cos2u r 8£ 



siny •sin2Jl/cos2£ 
et ^ - ^ = ^--i-:: -• I 5^i ' ^ 



cosV^^* "" 



quod integrale comparandum est cum integrali 

ir'tr ?^ « | A*gn6 • aocÄ • ÖD 



Quem in finem sumamus ~j^ = dnÄ' , sive dn& = ^;^"*cos^, quo 

15* 
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fil dnoi ■=" ^^^ ■= cosfiL , Imb ««• sioiy et i8no6»sin/x , quare i'sne6 

aSiOT^siu^» ideoque 

Mny*8m23Vcosai^ ,^ . 



lo obtines — ^ 
persimplex oritur. 



. , , . sin;' «8102^ «1/0082^ sina-f-sin/? 2 ^ , 

et quum reducendo obtines cos^sin^sini? = )/(sma8ioA = S^ » *^ö™«'« 



(4) J(^'-^)-rii^-'C'(., Ä), 

cuius argumentum p et parameter 6 determinantur formulis ad modulos X sbcosö 
et A <B (f relatis 

8iii:r « 8ini7 



(5.) 



dn p = coso: , et sneo = -^^^ , 

cncV = tangcf . tango?, dnb = cosi;, 



docÄ = COS/i, 
^ iangiy 

«»^* - uip- 

Quia insuper sin a: = i'sn' «^ « sn (^A'«', jj et sin i^ = Xsnb «■ 8ii(^a6, jJ, va* 
lent formulae 

(6.) am (a'p, X'/ *" ^ ®^ am^AÄ , X/ ™ ^* 

E formulis (1 et 4) coniunctis componuntur denique 

7.) 



^' ^ " sin2v ' 

^ "* 8iQ2y 



Duabus integralibus 'C*(ii, a) et '0(y, b), quibus arcus ^ et s exprimun- 
tur, natura est cyclica, uti plerumque fit, si integralia a functionibus modularibus 
pendentia adhibentur in disquisitionibus Geometriae et Mechanicae analyticis. 

Si differentiale areae df appiicata y exprimere volumus, formula 
S/'a sin y. da? generaHs iilico praebet 

. p. - tangy > (siny - tangy) (coty - siny) > 8y 

or - 5V«na-sin/j;-y[(sina-siny)8iii/9+siny)(l-8inasiiiy)(l + sin/?siny)J ' 

et pari modo exprimitur 8/, dummodo applicataroy permutas cum appiicata — y\ 
et simul a cum ßf et quia 8/ «» -— -, vides lormam esse taJem, ut sit 8/ • "vä » 
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n0mtsiny ponitur» et P repraesentat functionem ipsius p rationalem fractam, 
cuios denominator est 1 — (^^ et cuius numerator est forma ipsius o cubica, et 
si jR est ipsius v arithmetica forma ratiooalis integra quarti gradus. Quia est 

ö^ ■■ "^^rZf iUico invenitur 

1 — cosy'Ssiny 

™**' y[(sina-sin/)(sin^+$inr)(^ -sinyX-55;ff- + « 

quare se itenim q » siny sumitur, est 8 j » y^ — » m quo R est forma ipsius v 
rationalis integra ^^ar/i^roJa^, sdlicet 

Ä-V[(l-«^(».na-.)(,i„^ + p)(^-.XiS^ + 0]' 
quare casus iste spedalis in eo potissimnm est memorabiüs, quod integratio nihi- 
lominus ab integralibus Abelianis non pendeat. 

Ulteriores de Circulari meditationes brevitatis causa hie supprimimus, et 
id soluro addimus» posita abscissa CQ a x et applicata QM « y^ curvae aequa- 
tionem fieri : 

cos^/ (1 + sin a sin ß — sin ^x) + (sin a — sin ß) sin o: . cos y » l. 

Scriptum Monast. Guestph. d. 8. Decemb. 1845. 
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8. 

lieber die drehende Bewegung der festen 
Körper um ihre Schwerpunete. 

(Von Herrn Dr. Ckriü, Chubrmmm^ ord. ProfeMor der Math, ra MOnsler.) 



1. 

JLlas Problem der analytischen Untersnclrang der drehenden Bewegung 
fester Korper um ihre Schwerpuncte gehört zu den interessantesten Aufgaben 
der höheren Mechanik. Dasselbe ist vielfach von Euier behandelt worden. Bei 
einer Behandlung desselben stellte sich das schreckliche Uebel der Augenkrankheit 
und Erblindung des unsterblichen Geometert ein. Nach Euler, welcher das Pro- 
blem, ohne eine vollständige Auflösung gefunden zu haben, aufgeben musste: eine 
Auflösung, welche auch bei dem damaUgen Zustande der Integral -Rechnung so 
gut als unmöglich war, ist die Aufgabe mehrfach aufgenommen worden ; aber ihre 
vollständige Auflösung, welche von der Theorie der Modular- Functionen und 
der Modular -Integrale, so wie von der Ausbildung der analytischen Sphärik 
abhangt, ist noch nicht gelungen. Ein Versuch der weiteren Auflösung 
von Legendre dürfte» als zu wenig befriedigend, ausser Betracht bleiben; die 
Auflösung von Legendre liefert zwar arithmetische Formeln, aber keine an- 
dern Resultate, und wird wenigstens schon weit übertroffen von der eines 
ausgezeichneten holländischen Mathematikers, in "^iner dem Verfasser in gefälliger 
Weise zugesandten umfangreichen Inaugural- Dissertation, in welcher zugleich 
eine Geschichte des Problems enthalten ist, mit dem Titel: „Specimen inaur 
gurale de motu gyratorio corporis rigidi nuUa vi acceleratrice solUcitati^ etc. " 
auctore Adolpho Stephano Rueb , Roterodamensi ^ Traiecti ad JRhenum, ex 
officina Joh. Altheer^ 1834. In dieser Abhandlung wird die Aufgabe : die Lage 
des Körpers für jede beliebige Zeit in Beziehung auf einen festen Aequator zu 
bestimmen, nicht ohne Erfolg aufgeloset Aber in Beziehung auf diesen festen Ae- 
quator lässt sich das Gesetz der Bewegung des Körpers noch viel anschaulicher 
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darstellen und die Richtung der augenblicklichen Drehaxe getaauer bestimnien. 
Der- in Anwendung gebrachte Modul kann, sammt den Amplituden» sphärisch 
construirt werden ; auch ist die gesammte Grosse der Drehung des Korpers nicht 
bestimmt worden. 

Zu der augenblicklichen Drehaxe gebort ein sich nicht drehender, aber 
mit der Axe zugleich schwankender Aequator, und man kann die noch schwieri«» 
gere Aufgabe stellen : für jede beliebige Zeit die Lage der Hauptaxen des beweg- 
ten Korpers in Beziehung auf den sich nicht drehenden, aber nach einem be- 
ttlramten Gesetze schwankenden Aequator anzugeben. 

Hierdurch wird die wiederholte Behandlung der Aufgabe, die ungeachtet 
des oben genannten lobenswerthen Vorganges, so wie ungeachtet der neuem aus- 
gezeichneten Behandlung desselben Gegenstandes im 29^" Bande dieses Journals 
durch Jacobi\ gerechtfertigt sein. 

Da die JSu/rr'sche Herleitung der Fundamental- Formeln auch in dem 
Lehrbuche der Mechanik von Poisson reproducirt und die Uebersetzung des- 
selben von A. Stern, (Berlin bei G. Reimer 1835 u. 1836)» in Deutsch- 
land verbreitet ist, so darf ich der Kürze wegen auf diese Uebersetzung ver- 
weisen« 



Die erwähnten Fundamental -Formeln Eulers findet man in ($• 414) der 
genannten Uebersetzung; sie sind 

^^•^ {Ä.|? + (-^-C)/>r = 0, 

^.^-«-(C-5)^r = 0. 

j4^ Bf C bezeichnen die drei Hauptmomente der Trägheit des beweg- 
ten Korpers in Beziehung auf die drei orthogonalen Hauptaxen Oxj, Oyj, Ozi 
des Korpers, welche sich in seinem Schwerpuncte O schneiden; p^ q^ r sind 
die veränderlichen , als Functionen der Zeit / zu betrachtenden, drei partiellen 
Winkelgeschwindigkeiten des Körpers, sich beziehend auf Drehungen des Kor- 
pers um die drei Hauptaxen Oxi, Oyu Oz>u welche im Korper fest sind und 
sich mit ihm zugleich um den festen Schwerpunct O drehen. • 

Die Momente der Grossen der Bewegung aller Puncte des Korpers in 
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Beziehung auf diese Axen, deren Ebenen also mit den Coordinaten -Ebenen 
^lOyit XiOzi^ yiOa^i parallel sind, finden sich in ($.409); es sind die 
drei Producte 

^p , Bq , Cr. 

Wird aus der Summe ihrer Quadrate die Quadratwurzel gezogen» so er- 
hält man das Hauptmoment der Grösse der Bewegung aller Theile des Körpers^ 
nämlich 

Multiplicirt man die drei Differential -Gleichungen der Reihe nach mit 
Cr, Bq, Ap und addirt sie, so erhält man A^pdp+ Vqdq + C?rdr = 0, 
also durch Integration: 

^y9*+B'9*+(?r» = eJ*, oder 
(2.) V(-^/>'+ ^^9'+ Cr) = e. 

Das Hauptmoment der Grösse der Bewegung aller Theile des Korpers 
ist also im vorliegenden Falle unveränderlich, und es bezeichnete die Grösse 
dieses Hauptmoments. 

Zieht man durch dep Schwerpunct O des Körpers eine gerade Linie, 
welche auf der Ebene dieses Hauptmoments senkrecht steht, so heisst sie die Axe 
des Hauptmoments. Diese gerade Linie hat eine während der Bewegung des 
Körpers unveränderliche Lage im Räume; deshalb macht sie mit den drei 
Hauptaxen des Körpers verärulerliche Winkel, deren G>sinus, in Beziehung auf 
die R'eihefolge Ox, Oy, Oz, der Hauptaxen, 
/QN Ap Bq Cr 

sind. Diese Cosinus sind lediglich insofern veränderlich, als p, q^ r Functionen 
der Zeit t sind. Die Summe der lebendigen Kräfte aller Theile des Köpers findet 
sich in ($. 419). und ist = Ap^ + Bq'' + C A 

Multiplicirt man aber die Differential -Gleichungen (1) der Reihe nach* 
mit r, q,p, so giebt ihre Addition Apdp=^Bqdq+ Crdr = 0, und hieraus 
erhält man durch Integration 

(4.) Ap^ + Bq^+Cr^ =^ K 

Demnach ist also die Summe der lebendigen Kräfte aller Theile des Kör- 
pers von unveränderlicher Grösse, und die Constante h bezeichnet diese Summe. 

Soviel war der Kürze wegen aus dem genannten W«rke zu entnehmen, 
dessen weitere Benutzung hier nun überflüssig ist. 
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3. 

Der erste Theil unsers Problems besteht darin, die drei Winkelgeschwin- 
digkeiten^» q, r als Functionen der Zeit darzustellen; und zwar so einfach als 
möglich. Zu dem Ende müssen die drei DifTerential-Gleichungen (1) in (No.2.) 
noch auf andere Weise als oben geschehen integrirt werden. Bei diesen Inte- 
grationen legen wir den Fall zum Grunde, in welchem die drei Haupt -Trägheits- 
Momente A, B, C des Korpers alle ungleich sind. Es sei A das kleinste« B 
das mittlere und C das grösste Moment, oder 

A<B<C. 

Wo es nothig, kann man auch die gerade entgegengesetzte Reihefolge 
Statt finden lassen; wobei dann das mittlere Moment wieder B sein wird. Setzt 
man aber, in Beziehung auf die vorige Annahme, der Kürze wegen 

•o sind KfJ^v positive Verhältnisse, und die genannten Differential-Gleichungen 
verwandeln sich in folgende: 

g^ = — i.yr , 

lör 
^ — —v.pq , 

10 welchen Xj fij v durch die Bedingungs- Gleichung /u = i^i^ ^^^ einander 

verbunden sind. Eliminirt man aus diesen Gleichungen die Producte der verän- 
derlichen Grossen 9 so erhält man drei Gleichungen, welche integrirt werden 
können« nemlich: 

•T- + ^ = const. 

A fA 

»» r* 
J—-SZ const. 

-+- = const. 

Die In diesen Gleichungen vorkommenden Ginstanten lassen sich aber auf 
die beiden, schon oben ilirer dynamischen Bedeutung nach bekannten beiden 
Orailm Joanal f. d. M. Bd. XLIII. Beft 2. 16 
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Constanten h und e zurückfuhren. Eliminirt man nämlich aus den beiden Glei- 
chungen (2 und 4 in No. 2), nämlich au5 

Ap'+ßq'+Cr^ =: h und 

^p'^B'cf^Cr'^ e^ 

der Reihe nach r, q^ p, so lassen sich die Resultate wie folgt darstellen: 



r!_2! « ./.rA?- 



und hierdurch sind zugleich die Constanten in den vorigen Gleichungen ermittelt, 
d. h. durch die beiden primitiven h und e ausgedrückt. 

Aus diesen Gleichungen und aus den Gleichungen (1) sieht man, dass 
p, q, r Modular-Functionen eines Arguments li, welches mit der Zeit t in ei- 
nem Constanten Verhältnisse steht» oder doch mit t zugleich gleichmässig wächst, 
proportional sind, und dass diese Modular-Functionen ausserdem den gleichen 
Modul haben; welchen wir durch k bezcichneh. Den conjugirten Modul werden 
wir also k' nennen, so dass k' = )/(l — k^) ist. 

Setzt man wirklich u tsa nt + const. und flerner, mit Beziehung auf den 

Modul k : 

q^a.snu , p^b.cnu und r e» c.dnu^ 
so ist 

g^ es /2a. cn li . dnu , g^ = — 7*r> . sii« • dnu , g^ =s — ncÄ'. sna . cna ; 

und werden diese Werthe in die Gleichungen (l) gesetzt, so ergeben sich die 
einfachen Bedinguiigs- Gleichungen 

nb Ka Xac , natsa/mbc , ?ick^ a v . ab^ 
welche, paarweise mit einander multiplicirt, sich in folgende verwandeln: 

n , nk nk 



Demnach haben wir schon die Formein 

nk nk n 

und es sind nur noch die Constanten n und k zu bestimmen. Substituirt man, 
um sie zu ermitteln, die gefundenen Werthe in den Gleichungen (2)» so erge- 
ben sich die' Ausdrucke 
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oder, wenn man für Xftv seinen Wcrth ABC ***^* » folgende 

einfache Formeln : 

(3.) „ « ^ _^-g^^_ , 

"* —y ABC 
worans noch für die beiden Moduln k und k\ 

i L _ \/iB-A) ihC-e^ ) 

folgt; weiche Ausdrücke wirklich so beschaffen sind, dass J^ + h'* = 1 ist. 

Die Ausdrücke der drei Winkelgeschwindigkeiten p, (], r selbst sind jetzt 
ohne alle Zweideutigkeit : 



(5.) 



1/ 4C-e» 
1/ AC-e» 



-hB 



CiC-J^ ••"'" — r CiC^ B) dactt ' 
und in ihnen beziehen sich die Modular- Functionen sämmtUch auf den Modul A-. 
Aus diesen Resultaten setzen wir /.ur Erleichterung der künftigen An- 
wendungen noch folgende Verhältnisse zusammen: 

q _ -i/J(C—j4) 



p f mc-E) 

1 

tnci/. 



|P_ \l B(e*-hE) 



(6) [q ^ Ai^^ — lwS) 

-,/C(AC-e») 
9 _ l/C (AC-0 



HV 



5(e*^::Äß) •*"•'" 



16' 
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Da unter den drei Winkelgeschwindigkeiten bloss q so beschafTen ist, 
dass sie fiir ix s verschwindet, so lässt sich, in Beziehung auf sie» die Con- 
stante in der Gleichung u ^ ni + const. so bestimmen, dass diese Winkel- 
geschwindigkeit ^ cai sei fiir / « 0; dann ist die Constante » und also: 

(7.) u^n.t^y^ ^ ' .t. 

4. 

In den so eben entwickelten Formeln wird vorausgesetzt, dass ^ — hB 
positiv und A<B<C %ti\ woraus schon folgt, dass auch die Differenzen 
AC—e* und ^ — Aylf positiv sein werden. Unter diesen Umständen sind alle 
in Nr. 3 gefundenen Formeln reell« d. h. nicht imaginär. Wenn aber gleich- 
wohl die Diflerenz e* — hB nicht positiv, sondern im Gegentheil negativ 
ist, so wurden von den entwickelten Formeln mehrere imaginär werden, 
wenn man in diesem Falle die frühere Annahme A <B <, C beibehalten 
wollte. 

Diesem Uebelstande entgeht man, wenn man in dem Falle, in welchem 
die Differenz e^ — hB negativ ist, die Reihefolge der drei Trägheitsmomente 
A^ B, C geradezu umkehrt, und annimmt, dass dann A 7> B > C sei; woraus 
ohnehin auch schon folgt, dass nur die Differenzen hA'^e^ und e^^hC 
positiv sein werden. 

Hiemach haben wir also zwei verschiedene Fälle : 

I. Den Fall mit der Annahme A<: B < C und hB <^ ^ 
II. Den Fall mit der Annahme ^>J?>CundA£>^. 
In beiden können zunächst die für die Constanten n, /r, k\ nk, /i/c' gefundenen 
Formeln gebraucht werden, weil sie nicht imaginär sind. 

Bei der Anwendung der Formeln fflr /?, ^, r in dem angegebenen zweiten 
Falle ist aber nun zu setzen : 

Die Formeln (1) in Nr. 3 verwandeln sich dann zwar in 

bp 

öi = + *-9''» 

bq 

^^ — ^ft.pr, 

Ö^ _^ 

8i = + ^ 'P9* 
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aber sie geheo sogleich wieder in die früheren über, wenn man , ohne die Re- 
lation u = nt zu ändern« nur gleichzeitig durchgehends — p statt p, — q statt q 
und — r statt r setzt, wodurch die Formeln (5 in Nr. 3) sämmtlich das Vorzeichen 
— erhalten, durch welches angezeigt wird, dass die Winkelgeschwindigkeiten sich 
nun auf solche Drehungen um die Axen Ox, Oy, Oz^ beziehen, die den frü- 
heren gerade entgegengesetzt sind , flbrigens aber dieselbe Grosse haben. 

Die Formeln (6 in Nr. 3) leiden hierdurch Leine Aenderung. 

In diesen Bestimmungen der Vorzeichen weichen unsere Formeln von 
den in der erwähnten Abhandlung von Rueb auf einem anderen Wege gefunde- 
nen und auch noch darin ab, dass hier t und u zugleich verschwinden ; wodurch 
ein höherer Grad der Einfachheit erreicht wird. 

Bezeichnet man die zu den Moduln h und h^ gehörigen Modular- Qua- 
dranten mit i^und K, so erhalten bekanntlich alle Modular- Functionen von u, 
mithin auch die drei Winkelgeschwindigkeiten p, q^ r, wieder dieselben Werthe, 
sobald das Argument u um 41^ sich vermehrt hat. Bezeichnet man den zu die- 
sem Incremente \K gehörigen Zuwachs der Zeit durch 4 7, so ist 

/i(/ + 4 T) = IX + 425: und auch r^t 
und hieraus folgt 

(1.) 

Ist die Zeit T nach dieser Formel berechnet, so werden alle drei Winkel- 
geschwindigkeiten für eine beliebige Zeit t dieselben Werthe später gleichzeitig 
wieder erhalten, wenn sich die Zeit/ um 4Z* vermehrt hat Wahrend des ersten 
S!«eitquadranten T sind alle drei Winkelgeschwindigkeiten /?, ^, r im Falle (I) 
positiv, also im Falle (II) negativ. 

Bezeichnet man ferner die drei Winkelgeschwindigkeiten für / es durch 
p%% 9%f U\ für t — Tdurch ^|, y,, rj-, für t » 27 durch ;?,, q^, r,; für / « 37 
durch p^, 939 Tg , so erhält man folgende particuläre Werthe der drei partiellen 
Winkelgeschwindigkeiten : 



u 



T Ka — 



p^'^Ymc^' 



(2.) {y,= 



fe^'-hA 



Pi' 













und ausserdem ist wieder ^94 &a />o , 9« 
Werthe der Winkelgeschwindigkeit für t 



/?,, 



9a' 



.0 



h C-e* 



7o . '■4"= 
4 7 sind. 






ro , wenn ;>«, 9«, u die 
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Die hier angegebenen Werihe gelten im Falle (I); aber im Falle (11) ist 
jede dieser Geschwindigkeiten entgegengesetzt zu nehmen. 

Die Winkelgeschwindigkeit r ist im Falle (I) immer positiv und im 
Falle (II) immer negativ. 

In dem mittleren Falle, in welchem AJ9— e' weder positiv, noch negativ« 
sondern >■ ist, wird der Modol Ac^ es 0, alsoTr = 1 ; mithin verwandelt sich, nach 
($. 7) der Theorie der Modular^-Functionen, beim Gebrauche der cyklischen Län- 
genfunctionen, «au in sin/ii» anu in cosi^, und dn u in cos/<i und es ist also dann 

7^- K2(0^-^^^'"'=='ri(c:5)^^^'"« V2(c^''^ü ' 

(3.) \ 9 « Y BCC^B) * ^'° ^" ^ VB • ^^"''^ "* YB ' ^^H^* 

' = yccc::rj)^^osiu - |/c(1d::::o-~'''' " yc(c=:i)€;j^ ' 

Das periodische Verhalten der drei Winkelgeschwindigkeiten hat also 
dann aufgehört, da die h)'perbo}ischen Potenzial-Functionen nur noch imaginär- 
periodisch sind. 

In den besondern Fällen, wo der Modul ^»0, aber nicht gleichzeitig 
/c' =a ist , wird 

^-Vg(G::^'"'''' 

weil alsdann dnu = 1 ist; daher ist in diesen Fallen die Winkelgeschwindigkeit r 
constant. Diese Werthe gelten also, wenn j4 ^b B isi, oder auch, wenne'aAC; 
und in diesem letzten Falle ist sogar 

^ s , q r=sO und r = l/^ = ^ . 

Ist -^ = B = C, also A =s ^a trr V « 0, so erhält man qJ *= ® » si " '* ' 
g7 es U , also p a const. , ^ ca const. , r a const. 

Ist e^^hA, so folgt aus den Gleichungen (2inNo.3) y ■• r ■• 0, 
also ^ = V^ » ^ . 
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Ist bloss B ^ C , »o ist A ■■ und n « 0, also p ^V clC^^rA^ 
9- |/ ^^^* ;/ »od r^y^c^ri)^ 



5. 

Es trägt nicht wenig zur genauem Kenntniss des Wesens der drei Win- 
kel-Geschwindigkeiten bei, wenn man die Grösse der gesammten Drehung be- 
stimmt» weiche in Folge eiiier solchen allein vorhandenen Geschwindigkeit um 
die betreffende Axe während der Zeit / hervorgebracht wird. 

Sind P, Q, ü die respectiven Winkel oder Hauptbogen, welche während 
der Zeit / beschrieben werden, so ist 

ÖP 8Q j »Ä 

und hieraus folgt schon" 

(L) P^lp.Bi ; = /a.ö/ i R^lr.bi 



•^^0 «>0 ^0 



Werden hierin für/;, r/, r die Werthe au« (No. 3) sfabstitoirt, so erhält 
man, pait Benutzung der Formeln im Zusätze zu (^ 61) der Theorie der Modular- 
Functionen und der Modular- Integrale: 

iur den Aasdrack der Gesamtnt-Drefanngen des Kürpers um die einzelnen Äien 
Ox,, Oy,, 0«i, welche seine Hauptaxen sind. Der mitdere Ausdruck kann 
auch also dargestellt werden : 

j^ 1/ AC . l + *sn»itt ■|/_ ^C _ 

A C 

[«rcIan3(Ä) — 9trc JangCA^sncu)] = 2.|/^2r:i'iy((Nr^' ^" 3:«n9 (/fsn'ju). 

Sind Po, Qo. ^0 die Werlhc von P, Q, II für / - 0. so ht P, = «. 
Q,«0, Jß,«0. Sind Pr, Qi, yj, die Werlhe von P, Q, fi lÜr / = T, 
also für US* k, so findet man 
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R 1/___M_ . 

■"1" K(c-jj)(c-^-»*' 

Erhalten für t^2Tdie Drehungen P, Q, R die Wcrthe P,. Qt, K 

so ist 

Pa-0, 

AC /k\ 

Die Gesammt- Drehungen um die einzelnen Hauptaxen am Ende der Zeit 
3 T sind 

Ist endlich die ganze Zeit 4 T der volligen Umdrehung des Körpers ver- 
strichen, so sind die Gesammt -Drehungen um die einzelnen Axen: ) 

Die Winkel -Geschwindigkeiten p und q um die Achsen Ox^ und Oyi 
heben also, indenn sie negativ werden, die durch ihre positiven Werthe hervor- 
gebrachten Drehungen wieder auf, und so kommt es, dass am Schlüsse der vollen 
Zeitperiode 4 T die Gesammtdrehungen um diese Axen wieder auf ihre Anfangs- 
Werthe Null zurückkommen ; die Geschwindigkeit r aber, um die Hauptaxe Ozi, 
welche im Falle (I) immer positiv, im Falle (II) aber immer negativ ist, bringt 
ein mit der Zeit t zugleich beständig wachsendes Resultat der Gesammt- Drehung 
hervor; nach jedem Zeitviertel T kommt, von < « an gerechnet, eine gleiche 
Gesammt-Drehung iJj zur vongen hinzu. 

Im Falle (II. von No. 4) gelten ganz dieselben Resultate; nur sind dann 
alle entgegengesetzt zu nehmen. 
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Beschreibt man aus dem Schwerpuncte O des Korpers eine Kugelfläche, 
mit einem Radius, welcher eine beUebige Längeneinheit ist, und wird diese Ku- 
gelfläche von den drei Axen Occi, Oy^ Oz^ in x^^j,, Zi getroffen, so ist a^iy^Zi 
das zu den Hauptaxen des Körpers gehörige sphärische Coordinaten- Dreieck, 
dessen jede Seite ein Quadrat ist. Vermöge der Winkelgeschwindigkeit /? ist 
also dieses Dreieck am Ende der Zeit / auf der Kugelfläche um X| so gedrehet 
worden, dass dadurch die Ecken jx und Zi in dem Hauptkreise yjZj selbst um den 
Bogen JP, und zwar in der Richtung j,-—im*^ verlegt worden sind; wie in (Fig.l.) 
durch die neben der ^Yinkelge$chwindigkeit + p gezeichnete Richtungslinie in 
der Form eines Pfeiles angedeutet wird. 

Eben so bringt die Winkelgeschwindigkeit q, M^enn sie positiv ist, eine 
Drehung um^i in dem Sinne z^— h^Xj hervor, wodurch die Ecken Zj und x beide 
um den Hauptbogen Q in dem angedeuteten Sinne verlegt werden. Die Win- 
kelgeschwindigkeit r bringt, wenn sie positiv ist, eine Drehung um z^ in dem 
Sinne Xj -^*-^yi hervor, wodurch die Ecken X| undji beide um den Hauptbogen 
II in dem angegebenen Sinne am Ende der Zeit / verlegt sind. 

Gewiss ist es zwar, dass durch die Winkelgeschwindigkeiten/?, q, r wirklich 
die Drehungen P, Q, jß um die Ecken x^^ yi, z in dem angegebenen Sinne, 
wenn sie positiv sind, hervorgebracht werden (also wenn sie negativ sind, im 
entgegengesetzten Sinne), aber man würde sehr fehlen, wenn man die drei 
Drehungen P, Q, R in irgend einer Reihenfolge nach einander construiren, 
und daraus endlich die neue Lage des Dreiecks Xj^iZj nach der Zeit i bestim- 
men wollte. Denn bildet man die Ausdrücke für die Coordinaten- Verwandlung, 
indem man jedesmal zwei Ecken des Dreiecks x^yiZi, also auch jedesmal zwei 
Coordinaten -Axen um einen gleichen Winkel, welcher die Drehung um die 
dritte Axe vorstellt, verlegt, so giebt jede Abänderung in dieser Reihenfolge 
allemal andere Formeln; wodurch bewiesen wird, dass jede solche Abänderung 
in der Reihen folge der Drehungen P, Q,R auch allemal die Lage des neuen Drei- 
ecks X|j|Zi als eine andere sich zeigen lässt. Es müssen daher die Drehungen 
durchaus gleichzeitig mit den Geschwindigkeiten )7, q^ r vorsieh gehen, wenn 
man aus der anfänglichen Lage des Dreiecks XiyiZ^ auf seine Lage am Ende der 
Zeit t schliessen will. 



Fället man von irgend einem Puncte m = (^i^iO des Körpers ein Per- 
pendikel auf die Axe Oxx, so ist dasselbe = V(^i* "+"^1^)» ""^ da p die Winkel- 
Crelle's Jonrnal f. d. M. Bd. XIHI. Heft 2. 17 
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Geschwindigkeit des Puocts m nm die Axe Oos^ ist, so ist p . (zi* + yi') die Qe* 
schwiodigkeitdesPuoctsm selbst, in einer auf den Radius }/(zi*-l-yt^ senkrecbUn 
Richtung, die also mit der Ebene yiOzi parallel ist. Diese Geschwindigkeit lässt 
sich in die Seitengeschwindigkeiten ^pji und — pz^ welche roit den Axen Ozi 
und Oyt parallel sind, zerlegen. 

Eben so kann die Geschwindigkeit ^|/(^i*+Zi^ in die Seitengeschwin- 
digkeiten + qzi und — qxi^ parallel mit Qxi und Oz|, zerlegt werden. 

Endlich hat der Punct tn die Geschwindigkeit r}/(xi* + yi^, welche in 
die Seitengeschwindigkeiten + rar^ und — Tyi, parallel mit den Axen Oji und 
Oxi, zerlegt wird« Daher hat der Punct m überhaupt die drei folgenden Seiten- 
getchwindi^eiten: 

r fi = 9 £i — ryi, parallel mit Ox, , 

(!•) I ^1 = rxi — /?z, , parallel mit Oyi , 

( ^3 =a py^ — y X| , parallel mit Ozi , 

und seine Geschwindigkeit überhaupt Ist demnach 

v^]/(y,^ + c^^ + P.^ 
oder 

(2.) r = V[(9«i - ryi)^ + {rzi-pz,Y+ipy^ - qx,y\. 

Sind nunx,y,zdie mitOX|. Oy^, Ozi parallelen Coordinateh eines Punc- 
tes, dessen Geschwindigkeit = sein soll, so kann fflr ihn p nur dann = sein, 
wenn P|, i>a* ^s ^ur ihn den Werth Null haben; daher hat man zur Bestimmung 
aller derjenigen Puncte, welche ohne Bewegung sind, die Gleichungen 

^z — ry=:0 , rx — '^z = 0., py — qx^=^9, 

welche sich also darstellen lassen : 

Hiernach befinden sich alle Puncte des Korpers , welche zur Zeit t ohne 
Bewegung sind, in einer geraden Linie, die durch den Anfangspunct, oder 
auch durch den Sclinirerpunct O geht. Diese gerade Linie heisst die augenblick' 
liehe Drehaxe. Wird die Kugelfläche, die vorhin beschrieben wurde, davon in 
R und im Gegenpuncte R' geschnitten, so ist der Durchmesser iS'Oß, der Rich- 
tung nach, diese augenblickliche Drehaxe. Sie macht mit den drei Hauptaxen 
des Korpers Winkel, welche bestimmt werden durch : 

cosÄOx, - |/(p^4vf*) ' ^^^^Oyi = y(p«4'-H^) ' ^^^^^^1 = Vd^i'^Y 
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Fallet man von einem Puncte mss (xi, yi^Zj^, der zur Zeit t nicht in 
der Drehaxe liegt, auf sie ein Perpendikel q, so ist, nach den Principien der 
analytischen Stereometrie, die Länge dieses Perpendikels: 

und wird durch dieses Perpendikel 9, welches als Radius des Puncts m in An- 
sehung seines Fusspunctes in der augenbh'cklichen Drehaxe angesehen werden 
kann, die Geschwindigkeit p des Puncts m diyidirt, so erhält man die Winkel- 
geschwindigkeit des Halbmessers 9. Bezeichnet man sie durch (a, so dass - = o) 

ist» so ergiebt sich 

(4). w = Ky^»+9*-|.r^). 

Diese Winkelgeschwindigkeit ist ganz unabhängig von der Lage des 
Puncts m; d. h. sie ist dieselbe für alle Puncte des Körpers. 

Diese Winkelgeschwindigkeit oü wird in Ansehung ihrer Grosse und der 
Richtung ihrer Axe aus den drei Seitengeschwiodigkeiteny?, q, r, die sich auf 
Drehungen um die Axen Ox, Qy, Oz^ beziehen, in ähnlicher Art geometrisch 
bestimmt, wie andere Geschwindigkeiten aus ihren Seitengeschwindigkeiten. 
Schneidet man nämlich auf den drei Axen, von O aus, drei Stucke ab, die den 
Seitengeschwindigkeiten um diese Axen proportional sind, und construirt dar- 
aus ein Parallelepipedum , so ist die von O aus gezogene Diagonale die Axe 
der zusammengesetzten Winkelgeschwindigkeit, und die Diagonale selbst stellt 
die proportionale Grösse dieser W'inkelgeschwindigkeit um die gefundene augen- 
blickliche Drehaxe vor. 

Die Formeln /9 = CO. cos jROrTi , q =^ oocosROyi , r =s u)cosROzi 
zeigen im Gegensatze, wie eine Winkelgeschwindigkeit U) um eine der Rich- 
tung nach bekannte Axe OjR in die Seitengeschwindigkeiten p, q, r zu zerlegen 
sei, welche sich auf Drehungen um die Axen Oxi, Oyi, Ozi der Reihe nach 
beziehen. Mit der Zusammensetzung und Zerlegung der Winkel - Geschwindig- 
keiten um parallele Axen hat es eine ähnliche Bewandniss, wie mit der Zusam- 
mensetzung und Zerlegung paralleler Kräfte. 

7. ' 
Wir wollen nun auch die zusammengesetzte Winkelgeschwindigkeit o) 

als eine Function von u, d. h. als eine Function der Zeit t =s •- ausdrücken. Sub- 
stitoiren wir {nxp^q^r die in (No.3) gefundenen Werthe, so erhalten wir zunächst: 
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und da dn*a = cn'a = hf^$t?u — cn*ti + Ap_ m /^ _ j^^ . m?u ist, so ei^ebt 

sich nach einer leichten Reduction die Formel 

(1.) w = ]/\^ -j-^ — cn» K + Je . ai»aj . 

Sind nun co«, eoi. Cfd^, &}, die auf einander folgenden Werthe von ei) ffir 
/ = 0, / = r, r =s 2T, < = Sr, so findet sich 

l/A^ + AC-«« i/i<BA + B(AC-««) 

«*="»=K — Äc — = y — -2TC — • 

(2.) / und 

l/AB + AC-e* -i/ABH+AihC-^ 

^^^=V—IBC—^V ABC -' 

Aus diesen particulären Werthen erhält man 

Wo — Wi — ^2?C ~ ZBC ' 

und hieraus zeigt sich, dass immer 60^ = > eoi ist, es mag A<,B <,C, oder 
umgekehrt A>B>C sein. Ueberhaupt findet man leicht dass ooi das Mcuci" 
mum der zusammengesetzten Winkelgeschwindigkeit des Korpers, und eoj^ ihr 
Minimum ist 

Also in den Zeitpuncten 0, 2T, 4 T, 6 Tu. s. w. drehet sich der Korper 
am raschesten, und in den Zeitpuncten T, gT, ^T, ^T u. s. w. am langsamsten. 

Durch Anwendung der Constanten Oü^ und eoi lässt sich der Ausdruck der 
Winkelgeschwindigkeit des Körpers überhaupt am einfachsten darstellen. Man 
erhält nämlich 

(3.) w = V(oüo* . cn»M + W|*sn« u). 

In den beiden particulären Fällen, in welchen entweder A=iB, oder 
auch hC = e^ ist, wird oüi = cx^; in diesem Falle reducirt sich also die For- 
mel auf 

CO = Wo = Oüi; 

d. h. in jedem der beiden particulären Fälle ist die Winkelgeschwindigkeit des 
Körpers von unveränderlicher Grösse. 

8. 

Mit der augenblicklichen Drehaxe R OR hat es eine ähnliche Bewand- 
niss» wie mit den Axen Ox^ Oy^ Ozi selbst; sie ändert mit der Zeit zugleich 
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ihre vom SchwerpuDcle aus genoinmeDe Bichtuag. Aber obgleich die in Folge 
der Winkelgeschwindigkeit eo Statt findende Drehung des Korpers sich auf eine 
stetige Reihe von auf einander folgenden Axen vertheilt, so kann doch nach der 
gesammten Drehung des Korpers überhaupt gefragt werden: gerade so, als wenn 
diese Drehung um eine einzige unveränderliche Axe Statt gefunden hätte. 

A W ' 
Ist fV diese gesammte Drehung des Korpers, so tnuss -gr- = O) sein, und 

hieraus folgt /* 

Substitnirt man fdr eo den in (No. 7) gefundenen Werth und beachtet^ 
dass 8/ = — ist, so ist 



fr = -/»M . K(«o*cn*ii + Wi»8II«w) . 



Für diese etwas schwierige Integration gehen wir zuerst zu Functionen 
des Complements vpn u Aber. Dies giebt 



=i-/- 



»t»l/(«o'*^ inc^tt-l-Vcac*») 



-^ ' dnctc 

's 

8s 



Wird nun sncu = z gesetzt, also 8m = — yn^ %t) ya — kV) * *^ erhält man 

'^^ ~ • '«^^ (1 - Ä>z») . Kl -«") * 

Mimmt man nun einen andern Modal 

jl s= , so ist der conjugirte Modul 

A' = V(l-i«)==^A:'. 

Nimmt man auch ein anderes Argument p^ von der Grösse, dass mit Beziehung 
auf den Modul A, z = sncp ist, wobei die zu den Moduln X und if gehörigen 
Nodular- Quadranten durch L und IJ bezeichnet werden, so ist 

8« 






+■ 



Dieses Integral ist mit der bekannten Formel 

Ö» t> _ c/ ^ 



11 J9i 
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zu vergleichen, in welcher sich die Functioaen des Argumenta v ebenfalls auf den 
Modul A, hingegen die Functionen des Parameters d auf den Modul 1' beziehen 
mögen. 

Setzt man Behufs dieser Vergleichung ItXidtsL jp — ^, dsotnc'dUp^jjTf^^ 

so ist gnc a = 3;f ^"^^571» dBa = j^, sn d = Yk ? daher ist 

— rj — TT = TT: ; '»od da sich auch rpr = ~ findet, so ist 

Werden (ur die Zeicheo ihre Wei^ gesetzt, so erhält man folgende Aus- 
drucke: 

(„_•• y. y B(fi-A)(fi*-hB)(hA^hC-^) 

\* ~ r AiC- B) (e' - A^) (* B + ÄC- «•) 






und ausserdem 

"»'^= KB(A^-f-AC~e') 8iic«=|/2?(Ail + AC-«») 

,j 1/ CCAil-f-Ag-e* ) ,. i/ (B-it)(AC-<«) 

^^ \ ,j, l/ (g-g)(<*-*^) '°^* . . . i/^CA B-t-AC-a*) 
ncd= r c-CA^ + AB-^ tBod= K (B_^ (*£•-«») 

,_, 1/ CCAii-HAB-e « ^,- |/ (B-il)(AC-e*) , 

*»«= r ^(AB-hAC-^ *>««** r(C-fi)(«*-A^ ~'^' 

Demnach ist also W^ 9 . \ jpZrS){S^^^KÄ) "*" ^(*'' ^'^ * 

Da femer aoec = sncu ist, so ist überhaupt 

amcf «i amou; 

in welcher Formel sich amcP auf den neuen Modul 1. hingegen amcu auf den 
vorigen Modul k bezieht. Diese Gleichung kann man auch also darstellen : 



tnp=» j'*tnu = — "tnu 



oder 
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l/ilCAB + AC-eO 

Am Schlüsse der Zeit Tist w^K, also p » L: mithin wird die gesammte 
Drehung des Körpers am Ende der Zeit T ausgedruckt durch 

j y- AihB^hC-e^ ^ j 

Da ferner C(2L, rf) =» 2 . C(L, d) und C(3i, rfj « 3.C(L, rf), f/c. ist. 
so sieht man, dass auch in den folgenden Zeitvierteln T eine eben so grosse wei- 
tere Drehung des Körpers Statt findet, als in dem ersten Zeitviertel £. 

In dem Fall'e (I von No. 4.) findet die Drehung WF in dem durch die Fi- 
gur (1) angezeigten Sinne, und im Falle (II) in dem entgegengesetzten Sinne 
Statt. 

Wir werden weiter unten die geometrische Bedeutung des Winkels oder 
Hauptbogens fV angeben. . 

9. 

Um die Reihenfolge der avgebblicklichen Axen zu übersehen, haben wir 
nur die sphärische Curve zu betrachten , welche der sphärische Punct R dieser 
beweglichen Axe beschreibt. Sind JfT) F, Z die zu den Axen OXu 0^^ OZ 
parallelen Coordinaten dieses Puncts, so ist, weil der Kugelradius » 1 sein soll, 
X^cosROXi , r-cosÄOl^i und Z«cosJROZi, und also 

(1.) x-J, r-|. z-£. 

Wir wollen im Folgenden die Puncte R und JR' die schcponkenden Pole, 
und die augenblickliche Drehaxe ROR die schwcmkende Axe des Körpers 
nennen. 

Substituirt man für/?, ^, r, oü die in (No. 3 u. No. 7) gefundenen Wer- 
the, so zeigen sich ulle drei Coordinaten als Functionen von u » n/, und man kann 
also die Lage des schwankenden Poles in Beziehung auf die drei Hauptaxen des 
Körpers für jede Zeit i berechnen. 

Die Anwendung der ParalleU Coordinaten ist bekanntlich für die Untersu- 
chung sphärischer Constructionen nicht sehr geeignet. Deshalb nehme man 
eine Coordinaten -Verwandlung zu Hülfe. Man setze 

X Y 

^ - z ^^ y^^z' 

Altd&nu sind x und/ die Tangenten der Axencoordinaten des schwankenden Poles R, 



(3.) 
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indem man die Ecke Zi als den Anfangspunct dieser sphärischen Coordinaten, 
ZiXi und ZiYi aber als sphärische Coordinaten-Axen, Xi und Y^ als die 
Cardinal -Puncte, mithin den durch JTi und T^ gehenden Hauptkreis als die 
Cardinale des sphärischen Coordinaten-S)^stems (wie in des Verfassers analytischer 
Sphärik) ansieht. Dies giebt 

o? — - und y «a * 

(2.) l oder 

^- r^(a*-*^-sncw und y K ^y-Air) -<^nc^ 

Bezüglich auf (Fig. 2.) ist x « taug Zj P und j ■« tangZ, Q und es sind 
ZiP und ZiQ die Axen-Coordinaten des schwankenden Poles jR, in welchem 
sich die Applicatenlinien Y^P und XiQ schneiden. 

Setzt man tang/J, « \/ j^::rU) "°^ *«"8^« " K ir(e»-ft/?) 
I also auch 

. ^ 1 / C(*C-e») , 1/ C(*C^») 

cos/y^« K(cVilX*il+*CV)' ^ös«l='^ (C-äXW+äC-6") 
so verwandeln sich die Gleichungen (2) in 

(4.) X es tang^i • snc u und y «■ fang Oj . cnc u; 

und hiernach lässt sich die Lage des schwankenden Poles R für jede Zeit / un- 
gleich einfacher bestimmen ^ als nach den Formeln (1). Eliminirt man Uy so 
erhält man die Gleichung 

laDgVi"*''ttng*at" ^' 
und ihr gemäss ist die Ortscurve des schwankenden Poles R ein sphärischer Ke- 
gelschnitt ^ dessen innerer Mittelpunct Zi und dessen beide äussern Mittelpuncte 
Xg und T] sind. R^^ R^ R%y R^ sind die rier Scheitel der sphärischen Ellipse; 
und zwar sind /{o^nd R^ die Scheitel der kleinen , und Ri und R^ die Scheitel 
der grossen Axe. Beschreibt man mit den Radien ^i und a| aus Zi Kreise und 
zieht von Zj aus einen beliebigen Radius, welcher den kleinen Kreis. in M und 
den grossen in JV schneidet und mit ZiBo den Winkel a|> macht, so ist 

(5.) i|)«5ir — amcii 

die excentriscbe Anomalie des Punctes R. Nämlich die von N und M auf ZiRi 
und ZiRq gefällten sphärischen Perpendikel schneiden sich in R^ welcher Punct 
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also für jeden Werth von xj;, d. h. für jede Zeit /, geometrisch beslimmt werden 
kann. 

Die Tangenten der beiden Parameter oder Krümmungshalbmesser^ welche 

zu den Scheiteln Rq und jRi gehören , sind ^T^J^ und ^^^' oder 

KU(7(e»-*^(AC-€>)] , V[BC(e^-hB)(hC-i?)^ 
Bie^-hB) ^^^ Aie^'-hJ) * 

Sind Cund C die beiden Brennpuncte der Ellipse und ist Z|C=Z|C' 
=s £i, so findet man diese Excentricität e. nach der Formel cos £1 = -rr-s-, und 

es ist im vorliegenden Falle 

! _ i/ BCC-J)(e^^hB)(h^'hhC^^ 

' - t A{C-S)(p^''hA)(hB-^hC-e^y 
. _ y C(B^A)QiC^e)ihA^kB^e^) 
"°^i - Y A(^C'-ß)i^^kd)QiB^h0^er 
t.np^ - \I CiB^Ä)(hC^e^){hA + hB^e^) 
wng£,_ Y BiC^A)(fi^^hß)(hA + hC^ey 

Vergleicht man diese Formeln mit den in (No. 8) gefundenen, durch 
welche die Modul X und X' bei der Berechnung der gesammten Umdrehung TV 
des Korpers während der Zeit t bestimmt wurden, so sieht man, dass 
(7.) X = sin^i und A' == cos^i ist. 

Hierdurch haben also die Arcus der Modul X und X* zugleich ihre geome- 
trische Bedeutung gefunden. Da sich ferner in (No. 8) amcp = aincz4 fand, so 
ist noch 

(8.) amc p = J ir - 1|; = Winkel R'Z^N^). 

Den Formeln (4) gemäss befindet sich der schwankende Pol R zur Zeit 
t = im Scheitel J?«, für / = Tin Ä„ für t =s 2rin Ä^, für t = 3 Tin A3, 
und für / == 4 T wieder in R^, so dass also der schwankende Pol R während der 
Zeit 4 Tdie ganze Ellipse durchläuft. 

Soviel steht hiernach fest, dass die auf eine unabänderliche Weise mit 
dem Korper verbundene sphärische Ellipse R^RiR^R^ mit dem Korper zu- 
gleich sich so bewegt, dass der sich ebenfalls bewegende oder schwankende 
Pol R jederzeit ein Punct der Ellipse ist. Einem Beobachter also, welcher 
seinen Standpunct im bewegten Körper selbst hätte, würde es scheinen, 



*) Fället msD Yom Brennpancle C das Perpendikel CF auf Z,]^, so ist coiCZ^P,coiFCZ^ 
■ casZ|C; also cotCZ,F = rtocv, mithin ist 

(9.) am» = Winkel FCZ,. 

CfeUe'i Journal f. d. H. Bd. XLID. Heft 2. 18 
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das Schwanken d«s Poles R bestehe darin , dass dieser Punct eine ElHpse be- 
schreibe. 

Die eigentlicbe Bahn des Poles R ist aber im Allgemeinen eine ganz an- 
dere, wie weiter unten bewiesen wird ; das so eben nachgewiesene Beschreiben 
einer Ellipse ist nur scheinbar, und hat in der gleichzeitigen Bewegung, sowohl des 
Pols/!, als des Korpers, seinen Grund; es ist die rekUiQe Bewegung des PunctsJR. 

Beschreibt man aus dem Puncte R einen Hauptkreis, so ist 
(10.) p . cos Mxi + (f cos Myi + r cos Mz^ = 
die Gleichung dieses Hauptkreises, vorausgesetzt, dass M einen beliebigen 
Punct der Peripherie desselben bezeichnet. Die schwankende Axe ROR 
steht auf der Ebene dieses Hauptkreises im Mittelpuncte O senkrecht; daher 
nennen wir diesen Hauptkreis den scko^ankenden Aequator des Körpers. Wir 
stellen uns vor, dass dieser schwankende Aequator keine andere Bewegung habe« 
als diejenige, welche von dem Schwanken der fest mit ihm verbundenen Axe 
ROR herrührt, dass also der Aequator an den Drehungen des Körpers um 
die schwankende Axe ROR nicht mit Theil nimmt. 

Sowie der schwankende Pol R sich bei der Bewegung des Korpers auf 
dem Umfange der Ellipse R^RiR^R^ bewegt, so wird der schwankende Aequa- 
tor gleichzeitig immer den reciproken Kegelschnitt in einem Puncte S^ welcher 
mit dem schwankednen Pole JR durch das Reciprocitäts- Gesetz verbunden ist, 
berühren. 

Das spätere Bedürfniss berücksichtigend, leiten wir noch eine Formel für 
den Winkel her, welchen der sphärische Halbmesser Zfi der Ellipse RqRiR^R^ 
mit der grossen Halbaxe ZiRi macht. Die Tangente dieses Winkels ist nach 

der analytischen Sphärik =: - , daher ist 

(11.) tangÄ Z,R = - - K:i(?=ä:^- *»«"= VAiC-Ay^' 



10. 

Die Axe des Haoptmomeots e ist, wie schon in (No. 2) erwähnt, eine 
Linie, welche eine unveränderliche Richtung im Räume hat und durch den 
Schwerpunct des Korpers geht. Wird die Kugelfläche von ihr in G und im 
Gegenpuncte G' geschnitten, so ist 

(1.) cosGOX, = 4^. co8GOr, = ~^ und cosGOZ, = — ; 

V e 
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und eben diese Cosinus sind zugleich die den drei Axen Oa?i, Oyif Ozi paral- 
lelen Coordinaten des Punctes G. 

Wir nennen die beiden festen Puncte G und G* die festen Pole des 
Korpers, und die Axe G^OG die feste oder unbewegliche Axe des Körpers. 

Gehen wir wieder zu den Tangenten der Axencoordinaten des Puncts G 
über, inden) wir in (Fig. 3.) tangZ^P = o? und tangZiQ = Y setzen, so ist 

• • cosGOXi . cos 607, , , ^ , ... 

wie immer, x = ^^qq^; ««^ J = cos GOZ. ' ^^^^«^ *"^«^ "^*^ )^^^ 

^ = TT-r und y = -tt^ 
C*r ^ C^^r 

oder 

Setzt man nun tang^, n= Y cCsf'^hA) ™^ t>"g^ = ^ c^-a/?) 
MK)raus 

und 



cos 



/'^= r (Ö-iDet cosa3= >/ (c-.i?)e» 

folgtf so ergeben sich die einfachen Formein a: ==^ tang^a • sncu und j = tango, 
• cnci/, mittelst welcher man die Lage des festen Poles 6 für jede Zeit / in Be- 
ziehung auf die drei Hauptaxen des bewegten Körpers bestimmen kann. Die Eli- 
mination der Modular -Functionen giebt die Gleichung 



tang^/9s tang'a. 

Beschreibt man den sphärischen Kegelschnitt GoGiG^ 63. indem mw 
ZiGg= ZiG2^=ßz und Z, Gl =: ZiG^ ^== a^^ macht, so sind Gq und 
G] die Scheitel der kleinen und G| und Gs die Scheitel der grossen Axe 
der Ellipse; Zi ist der innere Mittetpunct und Xi und Yg sind die äusseren Mittel- 
puncte der Ellipse, in welcher zu jeder Zeit der feste Pol G enthalten sein wird. 

Ist ferner wieder der Winkel NZi Go = ^1^ die excentrische Anomalie des 
Punctes G, d. h. lässt man wieder von den Durchschnittspuncten iVf und iVdes 
Halbmessers Zi N mit den beiden aus Zi beschriebenen Kreisen , deren Radien 
die Halbaxen ß^ und o, sind, die Perpendikel NQ und MP auf Z| Yi und ZjX, 
herab, welche sich in G schneiden, so ist wieder 

18* 
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(4.) a}; = |*—aiiic II. 

Zu dem festen Pole G gehört also am Eode der Zeit t dieselbe excentrische 
Anomalie, wie zu dem schwankenden Pole iL Den Formeln a; = tang^a.gncu 
und y = tangOs.cnca gemäss befindet sich der feste Pol G für / = in G^, fiir 
/ = r in G,, für t = 2r in €?„ für ^ = ST in €?3* und für / = 4r wie- 
der in Gq. 

Ist ZiB =s ZiB' die Excentricität des Kegelschnitts, welche durch ^ be- 
zeichnet werden soll, so ist bekanntlich cose, = ^^ß ; daher hat man die Formeln 
i,„„ l/ (C-ii)(«*-*J?) 
l/(Ä-^(ÄC-«») 
tange, = >/ ^c~Ä)(f^-.hB) ' 

uod vergleicht man hiermit die Ausdrücke (4 in No. 3), wodurch die anfänglichen 
Modul k und k' bestimmt werden, so zeigt sich die Richtigkeit der Formehi 

(6.) If = sinej und k' ^ cos^; 

wodurch also der Arcus des Moduls A: construirt wird. Fället man vom Brenn- 
puncte B auf ZiN das Perpendikel BJ, so ist im Dreiecke BZiJ bekanntlich 
cot JBZi . cot JZiB =s coiZiB, also ist cotJBZi • k' tang JZiB «> ii'\a»u 

■■ ~, und folglich 

(7.) amu-WinkelJBZi, 

wodurch demnach auch tmu sehr einfach construirt wird ; 

Da nach den Principien der analytischen Sphärik -- die Tangente des 

Winkels ist, welchen der Halbmesser Z^Cr der Ellipse mit der grossen Halbaxe 
macht, so ist 

(8.) .a.g«Z.«.- ^ - l/^^a-" - K^S-1^- 
Hierdurch ist die Richtung des Halbmessers bestimmt, in welchem der Punct Cr» 
von Zi aus betrachtet, liegt. 

Beschreibt man aus dem festen Pole Cr oder Cr' einen Hauptkreis , so hat 
auch dieser eine unveränderliche Lage im Räume; wir nennen ihn daher den 
festen Aequator des Korpers; die Gleichung desselben ist in Beziehung auf die 
beweglichen Hauptaxen des Körpers: 
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iAp.X + Bq.Y+Cr.Z^O, oder 
\ j4p.cosMcci + Bq. cos Myi + Cr. cosMzi'^O, 
wenn unter M irgend ein Punct des Uauptkreises verstanden wird. Da, dem $o 
eben gefundenen Gesetze gemäss, der mit dem Körper auf eine unveränderliche 
Weise verbundene Kegelschnitt Gq Gi G^ G^ m\t dem Körper zugleich sich so 
bewegt y dass er fortwährend durch den festen Pol €r geht, so folgt, dass der 
zu €r«€ri€raCr9 gehörige reciproke Kegelsclmitt zu jeder Zeit den unbeweg- 
lichen Aequator berührt, und ihn am Ende der Zeit / in einem Puncte berührt, 
welcher mit dem Puncte G durch das sphärische Reciprocitäts- Gesetz verbun- 
den ist 

11. 

Die Gleichung des reciproken Kegelschnitts, oder doch zunächst die Tan- 
genten der Axen - Coordinaten des zu €r gehörigen redproken Puncts H in 
(Fig. 4) finden sich aus denen des Puncts €r, nämlich: 

X = tang^3 cosop und y = tango, , sini|); 
und zwar am leichtesten nach ($. 25) der analytischen Sphärik. Sie sind 
/tx i/ C(e»-A^ , i/C(e*-ÄB) 

(1.) ^ = -K^(Ac-o-"»^''""^ r = -rfi(Äc::7)*^^''- 

Setzt man nun tanga, = ^ ^(^c>-0 ' *^°gi^* = V B(hC-^e^ ' 

cosa, = y ^c^Ta)^^ <^o«i54 = y ^c^E)e- ' 

so ist 0.4+^9 = 1^ und ^4 + 0, = \ic und die Formeln ( 1) verwandeln sich in 
J7 = — tangos.sncu und y = — tang^4.cnoii. 

Die Vorzeichen — deuten darauf hin , dass sich der reciproke Punct H 
während des ersten Zeitviertels T im Innern des dreirechtwinckligen Dreiecks 
Xi, Zi, r/ befindet, wenn nämlich JC/ der Gegenpunct von Xi und Yi* der 
Gegenpunct von Yi ist. Uebrigens ist x = tang ^P und y = tang Z| Q. 

\%i H^HiH^H^ der reciproke Kegelschnitt, welcher mit &0 Cr iCrs&s die- 
selben drei Mittelpuncte Xj, ¥1 und Zi hat, und sind H^ und H^ die Schei- 
tel der grossen Axe 2a^, und Hi und //, die Scheitel der kleinen Axe 2^4, 
so befindet sich der reciproke Punct fl für / = in H^, furt=T in //i, für 
/ = 2rinf/n für/ = 3rin f/3 und endlich für / = 4 T wieder in //g. 
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Es stelle A^ UN* den festen Aequator des Körpers vor, welcher vom Ke- 
gelschnitte zur Zeit r in H berührt wird, so wurde er für /=0 im Schei- 
tel Ha, für t=T im Scheitel H, berührt; am Ende der Zeit 2 T war H, der Bc- 
rührungspunct, und am Ende der Zeit 3 T war es der Scheitel H^\ so dass am 
Ende der Zeit 4 T wieder H^ als BerOhmngspunct diente. 

Zum Berührungspuncte H gehört dieselbe excentrische Anomalie, welche 
zum Puncto G gehörte, nämlich 

i|; = \it — umcu\ 
nur mit dem unterschiede, dass jetzt ZiHo der erste Schenkel dieses veränder- 
lichen Winkels ist. Sind A und A' die beiden Brennpuncte dieser Ellipse, und 
wird die Excentricität Z^^ = Zi^' = c* gesetzt, so ist nach (§. 84) der analyti- 

sehen Sphank: cos et= g^^^ , $m «4 « ffif^ «« «• « ÜÄg^. ^°^ *^°g** *" lang/?.* 
und danach findet man 

l/C(ß-il) 
tangc, « r ^(C-5)' 

Verbindet man den festen Pol mit dem Berührungspuncte H durch den 
Hanptbögen OH, so hat dieser bekanntlich die Länge eines Quadranten; auch 
ist er die gemeinschaftliche Normale der beiden reciproken Ellipsen G^GiG^G^ 
und HaHiH^H^f und man findet nach bekannten Regeln leicht die Gleichung 
dieser Normale; sie ist 

(4,) — — • cosMsci + ■ " ' cos Myi H — cosMzi » , 

wenn M einen beliebigen Punct der Normale bezeichnet. Diese Gleichung 
setzt uns in den Stand, ein neues und bemerkenswerthes Gesetz zu beweisen^ 
welches der schwankende Pol R in Beziehung auf den festen Pol G und seinen 
reciproken Punct H befolgt. 

Da nämlich cosRxi ■» — , cosür. » - und cosRzi » -ist, sobefriedi- 

gen diese Werthe in Beziehung auf den Pol ü, wenn wir ihn (UrM nehmen, die 
so eben gefundene Gleichung (4); woraus erhellet, dass der schwankende Pol R 
zu jeder Zeit in jener gemeinschaftlichen Normale GH enthalten ist, welche den 
festen Pol G mit dem reciproken Puncte H^ d. h. vr»^^ dem Puncte verbindet, in 
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wdchem der feste Aequator von dem Kegelschnitte B^HiHJI^ am Ende der Zeit 
berührt wird. 

Da zu jeder sphärischen Ellipse ein Kegel zweiter Ordnung gehört« des- 
sen Scheitel mit dem Mittelpuncte der Kugel zusammenfallt , so lässt sich 
das Gesetz der Bewegung d^s Korpers um seinen Schwerpunct auch so ausdrük- 
ken: Der Körper becpegt sich so, dass seine feste Axe auf dem Mantel 
eines Kegels bleibt, und der feste Aequator von der recipröken Kegel- 
fläche in einer geraden Linie berührt wird, <pelche mit der festen Axe 
eine Ebene bestimmt^ in welcher jedesmal auch die schwankende Axe 
Hegt » die sich ausserdem noch auf dem Mantel eines drüten Kef^els zwei'^ 
ter Ordnung bewegt, welcher mit den beiden vorhin genannten Kegeln 
den festgehaltenen Schwerpunct des Körpers zum gemeinschaftlichen Scheäel 
hat. Alle drei Kegelflächen sind auf eine unveränderliche Weise mit dem Kor- 
per verbunden und haben Tbeil an seiner Bewegung. 

12- 

In (Fig. 4) ist der Fall vorgestellt , in welchem die Zeit t zwischen den 
Grenzen und T liegt. Der Berührungspunct // befindet sich noch im er- 
sten Quadranten der Ellipse; er ist auf der Ellipse um den Bogen H^H vor- 
gerfickt. 

Rectifidrt man diesen Bogen HqH, so erhält man die ziemlich einfache 
Formel 

(1.) H,H^'Ciu.a), 

wo der frühere Modul /r «» sin«, « [^ (C-^-B Yi^^hX) ^* Modul der Modu- 
lar -Functionen von u dient. Als Modul der Modular* Functionen des Para- 
meters a dient der conjugirte Modul k' =» cos«, » yj^^ß^ (e^-^hJ) * ^^ ^*^" 
ig die Excentricität des recipröken Kegelschnitts O^O^^G^G^ ist. 

Das Argument u jenes Integrals ist das frühere u ^ nt, und der Para- 
meter ix des Modular-Intcgrals 'C(u, a) wird durch die einfachen Formeln 

(2L) am'a « jW — «^ und amc'aaa« 

bestimmt, so dass: 

sn a cose, - Vbqc:^ «"^'« = ^>°^* = K (C^^)?" 
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tn'o = cot £4 = K C(5=5) ^»^^ = ^^^i^* = rJC^^B)? 



(3.) 



'-Ä*) 



'sn'fl = cos€3Cos£4-iiJi^- r ä(?3aJ) * ^nc/a ^smß, = J/ (c^"^^ 
sing^ sin 63 -|/ (^— il)e* . 

Stellt man sich (Fig. 3) mit (Fig. 4) zu einer einzigen Figur vereinigt vor, so 
kann man auch die in (Nr. 10) gefundenen Constructionen von Jtt — amcu und 
ami/ selbst mit hierberziehen. Die Verlängerung von Z|A^iiber Zg hinaus fällt 
dann in den Quadranten HqZiHi und macht mit ZiHq den Winkel J« — amci/9 
welcher auch die excentrische Anomalie des Punctes JSTist, indem sie zu einer 
ähnlichen Construction des PunctsJSf mittelst zweier concentrischer Kreise , deren 
Radien a4 und ^4 sind , die Veranlassung giebt, wie früher die Constructionen 
der Puncte R und G. 

Der Punct Bt mit velchem der Kegelschnitt jH^JSfifls ^3 am Ende der 
Zeit t den festen Aequator NHN^ berührt, wurde durch die Tangenten der 
Axen - Coordinaten 

^^~Y J(hC^^ . snc u » - V A(hC^e')':i;ru 

y^- » jb(äc=?) • cncu « - rwchc^^-^ • 

bestimmt. Wir leiten hieraus erstens die Bestimmung der Grösse des Win- 
kels her, welchen der Halbmesser Zj JSf mit der Halbaxe ZiHq macht Die Tan- 
gente dieses Winkels ist^; daher ergiebt sich 

( » cos*6 sin64tni/ . 

Ferner leiten wir daraus die zu den Axen OXi, O^i, 0Z| parallelen Coor- 

dinaten des Berührungspuncts H her. Da nämlich ^ ^ ^ und y =^"2 ^^^ 
wenn man die gesuchten Coordinaten durch X, JT, Z bezeichnet, so können 



H H H 

setzen; und da ^2+ -^+^2 " 1 ^^i" muss, so ergiebt sich 
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r/' = — -2 — . cn' w H 5 — . k^sicu H ^j — .isTu. 

Da eodlicb dn^u ss cn'u + /r^sn^a ist, so erhalten wir nach einigen leichten Re- 
ductionen : 

H = i?V^5~^ • V(l-dii''ösnM ; 

und wird dieses benutzt, so ergeben sich die Ausdrücke 

Z=cos«Z|= y(i^d„'.a.^«i,)- 
Will man nicht die Modular- Functionen in den Formeln haben, sondern 
statt ihrer die Winkelgeschvrindigkeiten p, 9, r, so findet man durch ein dem vo- 
rigen ähnliches Verfahren die Formeln 

ji = cos tiXi = ^7^ > 

Z=co,Hz,= +^^i^; 
und in diesen Formeln ist der veränderliche Factor des Nenners 

(4.) V = V^V + 9*+'^-AT = mB^A)yq^+{C-Ayp^r' 

Vergleicht man endlich diese Resultate mit den frühem, so findet sich die 
Relation 

Ca») u == V jgi . V(l — dn'^ö sn'w) . 



14. 

Es ist in (No.ll) bewiesen worden, dass der schwankende Polü zu jeder 
Zeit in der Normale 6rü/ enthalten sei, welche als solche auf den Berührungslinien 
der beiden Curven Oßr^Gfi^ und HJi^HJtl^ in G und H senkrecht steht und 
die Länge eines Quadranten hat. 

Aus den Coordinaten der Puncte G und H^ und zumal aus den Aus* 
drücken derselben durch die Winkdgeschwindlgkeiten, findet sich nun leicht der 
Crellrt Juarnal f. d. M. Bd. XLIII. Heft 2. 19 
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Cosinus des Bogens GR, welcher das Coroplement des Bogens HR ist, nach 
der allgemeineD Formel 

co%GR SSI cosGxi cosRa^i + cos Gyi cos Ryi + co^Gzi cosRzi • 
Hiernach ist 

cosGR =s sin HR =s — , 
(t) ^sinGÄ = cosflfJR=^, 

tang&JR<-cotf/jR ^j; 

und in diesen Formeln hat U dieselbe Bedeutung wie in (Nr. 13.) 

Da femer eo die Winkelgeschwindigkeit des Korpers um die schwankende 
Axe ROR ist, so istoi cosGJR eine Seitengeschwindigkeit derselben , näm- 
lich die Winkelgeschwindigkeit um die feste Aze G*OG\ und da eo.cosGJRoB^ 
ist/ so ist die Winkelgeschwindigkeit um die feste A\tG*OG\oTk unver- 
änderlicher Grosse, nämlich = - • 

e 

h 
Vermöge dieser Winkelgeschwindigkeit - um den Punct G hat der Be- 

rührungs-Punct ^ eine gleichförmige Bewegung in dem Hauptkreise oder auf 
dem festen Aequator NHN\ wodurch am Ende der Zeit / ein Hauptbogen 

beschrieben worden ist, dessen Länge = - . / ist 

Ist nun ü derjenige Punct des Hauptkreises in der Ebene des Haüptmo- 
ments e, oder derjenige Punct des festen Aequators, welcher von dem Kegel- 
schnitte H^HiH^H^ zur Zeit ^ = berührt wurde, indem der Scheitel H^ 
damals in 17 war, so würde der Hauptbogen UH dem Bogen JEfo^ der Ellipse 
gleich sein, wenn sich der Korper auf dem festen Aequator mit der genannten 
Ellipse nur wälzte; aber wegen der vorhin erwähnten constanten Winkelge- 
schwindigkeit um die auf dem Aequator senkrechte KieG'OG wird 17 ^f länger 
als //« H sein , so dass 

(2.) ÜH'^H.Hs:^z.t. 

e 

Wird hierin für H^H der in (Nr. 12) angegebene Werth substituirt, so 
erhält man 

(3.) UH = \.t + 'C{u.ä) . 
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Da der Punct ü ein genau bestimmter Punct im festen Aequator NHN* 
istt so kann man UH als die sphärische Abscisse des schwankenden Poles R 
ansehen; die dazu gehörige senkrechte Apph*cate dieses Poles R ist dann der 
Hauptbogen HR^ dessen Länge oben bestimmt wurde. Es scheint aber ange- 
messener zu sein, die Lage des schwankenden Poles R durch Spiral -Coordinaten 
in Beziehung auf den festen Pol G zu bestimmen. Da der Bogen VH aber 
dem Winkel RGU gleich ist, so ist auch, wenn dieser Winkel durch R be- 
zeichnet wird» 

iR = \.t + 'C(u,ä). 
Wird nun ausserdem der spK Leitstrahl G R durch ^ bezeichnet, so ist noch 
tang9 = y j^ . y(l— dn^'a gn^ii) . 

Konnte man aus diesen beiden Gleichungen u sz nt eliminiren» so 
wflrde man eine Gleichung erbalten zwischen dem Leitstrahle GR=: q und dem 
veriinderlichen Winkel ÜGR^s R, welchen die Richtung des Leitstrahles 9 
mit seiner anfanglichen , völlig bestimmten Richtung G U macht Durch diese 
Gleichung wflrde die Bahn des schwankenden Poles R um den festen Pol G 
herum characterisirt Diese Elimination ist zwar allerdings nicht wohl ausfiihrbart 
aber aus den entsprechenden Differential-Gleichungen kann u eliminirt werden» 
wodurch man eine Differential -Gleichung von der Form bR^/(q).bq erhält, 
wenn/C^) eine algebraische Function von cos 9 bezeichnet. Die Kenntniss einer 
solchen Differential -Gleichung reicht aber glücklicherweise zur weiteren Unter- 
suchung der Curve und auch der reciproken Curve vollkommen hin. Im Fol- 
genden werden noch mehrere sphärische Curven nachgewiesen , deren Gleichun- 
gen alle von ähnlicher Art sind» so dass von ihren Differential -Gleichungen 
dieselbe Bemerkung gilt Eine ausfuhrliche Behandlung dieser Curven wurde 
aber für diese Abhandlung zu weitläufig sein. 

Setzt man in der obigen Gleichung nur 9 selbst statt tangQ» so erhält man 
die Gleichung der Central -Projection der Ortscurve des Puncts R auf eine 
Ebene, von welcher die Kugelfläche in G berührt wird, und die also parallel ist 
zur Ebene des festen Aequators. Das Centrum der Projection ist der Mittel« 
punct der Kugel, und als Längeneinheit dient der Radius der Kugel. 

Bezeichnet man durch 9^ die anfängliche Länge des sphärischen Leitstrahls 
9, d. h. seine Länge für / = 0, so hat man 

tangQ^ = y 1?7aC ' ^ gleichzeitig /lo = 0. 

19* 
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Bezeichnet man durch Qi die Länge des sphärischen Leitstrahls q für / ss 7, so 
hat man 

tang9, = |/ ^''""^f?^g""''\ und gleichzeitig Ä, = \t+^C{K, a). 

und mit Benutzung dieser Werthe lässt sich die allgemeine Formel auch also 
darstellen : 

(5.) tangQ = }/(tang'9o . cn'i/ + tang*Qi . sr^u). 

Sie dient nun. in Verbindung mit der frühern Formel (4) fflr R, dazu, die Lage 
des schwankenden Poles für jede beliebige Zeit t zu bestimmen. Man findet aber 

tang^Qo — tang^Qx = ^i -j^^ = ^» ^^^ , und hieraus folgt, 

dass immer tangQo > tangQi mithin auch Qo > Vi ist, es mag A>B>C^ oder 
umgekehrt y^ < J? < C sein. In dem besonderen Falle ^ in welchem y^ =s JB 
ist, wird der Leitstrahl 

d. h. der schwankende Pol K beschreibt dann einen Kreis mit dem sphärischen 

Radius q = arc tangf |/ ämc^ / ""™ ^^^ festen Pol G herum. 

Ist ^ ^=^hC^ so bort der Pol R auf, schwankend zu sein ; er fallt dann 
beständig mit dem festen Pole G zusammen. 

Ist ^ = hR^ so wird Qi = und also tangQ = tangQo • cnu. 

Im Allgemeinen \%\^% das Maximum und^i das Minimum des LeitstrählsQ, 
und die vom schwankenden Pole beschriebene Curve selbst hat viele Aehnlichkeit 
mit derjenigen, welche von einem sphärischen Pendel beschrieben wird ; sie lauft 
nur dann in sich zurück, wenn der für R^ angegebene Werth mit der Ludolphi^ 
sehen Zahl commensurabel ist, obgleich sie immer zwischen den mit den Radien (^ 
und 9i aus dem festen Pole G beschriebenen Kreisen enthalten ist und diese ab- 
wechselnd berührt. Da sich der Pol R im Allgemeinen dem festen Pole 6 
abwechselnd nähert und wieder von ihm entfernt, so haben wir ihn gerade wegen 
dieser Form seiner Bewegung den schwankenden Pol genannt. Näherungsweise 
mag seine Bahn unter gewissen Umständen ein sphärischer Kegelschnitt sein; 
streng genommen ist sie aber wohl nie eine sphärische Ellipse. 



15. 

Nun hält es nicht mehr schwer, auch die Lage der drei Hauptaxen 
Oxi, O/i, Ozi des Korpers in Beziehung auf den festen Aequator und den 
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festen Pol zu finden; es reicht hin» die Lage der sphärischen Puncte Xi, yi, z^ 
für jede Zeit / bestimmen zu können. Wir wollen zunächst die drei Grössen 
NU^ iVXi* und den Winkel -Ansuchen. 

Die Berührungsh'nie HN des Kegelschnitts H^H^H^H^ schneidet die Car* 
dinaleXil^i in einem Puncte iV; und sind wieder j? und/ die Tangenten der 
Axencoordinaten des Berührungspuncts in einer beliebigen Ciirve, so ist nich 
der analytischen Sphärik im vodiegenden Falle 

tang HN-- xh^^€^ • 

Setzt man für den Augenbh'ck wieder jTT — amci/ = a|^ und tanga« = a^ 
tang^4 = Ä, also or = — acosa|7, y = — Äsinaj;, so findet sich 

tang HN = (^^i^^Ontpcosip ' 
Da aber sin*£4 = i^^% , tang*«* = |^y , sin '£3 = (fi^a^b^ » ^^ ^™^'* '"^^ 
HN = . / ., — - , und also 

(1.) HN = 3^— arctangT-^ sau snc uj • 
Wird hiervon der Ausdruck Uh =:-t + ^C(u, a) subtrahirt» so erhält man . 

NU = Jw— ^t—^C(u, ö) — arc tang ^•^•gna snc i/J> 

und da nach ($. 133) der Theorie der Modular- Functionen und der Modular- 

Integrale *C(u, ä) + arc tang f^^ sn i/snci/) = D(i/, £?— a) ist, so redu- 

cirt sich die Formel noch auf 

(2.) iVC7=4w-*.^~7)(a,i5?-ö). 

Zieht man vom festen Pole G aus durch die drei Ecken Xi, Yi, Z^ die 
drei Radien Ga^ Gß und Gy nach dem Aequator» so stehen sie auf ihm senk- 
recht und sind Quadranten; daher zeigen sich Va^ JJ ß^ TJy als die sphärischen 
Abscissen der Puncte X|, 1\» Z^ in Beziehung auf den genau bestimmten An- 
fangspunct 27, und es ist zunächst 

Hy = arc tang \^ sn u snc u^ , also 

(3.) Vy = 7 + 'C(a. a) + //y « 7+ JD(i/, /P-o) 
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Cr 
Ferner ist der Winkel N = Bogen Gz^ und da cos Hzi • — , so ist auch 

cosiK- j.r- J/-^^^:^— T.dnii oder 

(4.) cos A" «* sin a4 « dn II c» gnc'a .dn ii. 

Da der Bogen NX,"^ « Winkel H^Z.G in (Fig,4) - Winkel G,Z,G in (Fig,3). 

»rxri -t/AiC-B) 1 . ' 

taogiVX/ - J/5(^33jj- — , oder 

(5.) t.og^jr,».£^.^. 

Da weiter tg Nß - tg iVr, . cos iK - ^],x^i «^ «> isttang/V^ « JJ^ 

fnc^a fo« , 

— -^ • — — , also 

flry?-arctang(*^.^). mithin J7/9- J«-**-.D(u, üT'-a) 
und da nach (§. 133) der Theorie der Modular -Functionen auch D(u^ K-^ a) 

/011c a snIlX ^«/ »-^^ V • 

- arctang V'^T^' — ^ « - 'S{u, Kf — ö) ist, so ist 

(6.) f/ys « 1 ^ _ J/ + '5(^, Kf - fl). 

Weiter ist \%N'a \%N'Xi cosN' - tangiKJSTi* cos/V « snasnc'a—, also 

iV'a« arctang (snasnc'a.-Jjj) und üiV^' - or- «7A- |7r + j+D(u,Ä?-aX 
mithin 

C/a « \it+ — +D(ju^ /i?~a) + arctang(sii'a8nc'a. ^^} , 

oder Ua « 7tr+ -- + D(u, IC-^a) — arctang ( / ^f ^ ^ ) , 
und da nach (§. 129) der Theorie der Modular- Functionen 

ist, so redudrt sich die vorige Formel auf 

(7.) C/a«ir^.y-C(w,a). 

Ua ferner cos Gyiwa-^ und cosG^i — ~ist, so ist cos Gy^ » V (c^B)e* * *^ ^ 



a CfuthmiMf^ über die drO. Bewegmig ferter KOrper wm, ihn Soktoerp. 147 

und cos Gxi ■■ r Vg^^^t • com. Da ausserdem Gzi^^ N ist, so ergeben sich 

die drei Formeln 

icos6X| V cosa4ciiii «> cnc'a • cnix t 
cos Gyi mm cosß^snu — dnc'a .snu, 
cosGti « sina4diiii «B sno'a.dnu; 
und da die Winkel 

(9.) ^ «7%, - 17^ « }*+^* - ^S(u, Ä?- fl), 

J7G«,« Uy^^ + D(u,IC'-a), 

9 

find 9 so sind auch für jeden der drei Puncte a^i, y^ Zi die beiden Spiral -Coor- 
dinaten bekannt^ und es kann hiernach die Lage eines jeden Puncts für jede be- 
liebige Zeit / in Ansehung des festen Poles G und der ersten Richtung 'G U 
bestimmt werden. 

16. 

Vollendet man noch das dreirechtwinckelige Coordinaten- Dreieck Üf^G, 
indem man auf dem festen Aequator NUN\ vom festen Puncte U aus, den Qua- 
dranten 27 f^ abschneidet und GV zieht» welches ebenfalls ein Quadrant sein 
wird, und stellt man sich drei im Räume feste Coordinaten-Axen Ox, Oy, Oz, 
ebenfalls vom Schwerpuncte O aus so gezogen vor, dass die Axe 

iOx durch den sphärischen Anfangspunct ü, 
Oy durch den so eben construirten Punct V, 
Oz durch den festen Pol G ^eht» 
oder auch X einerlei ist mit 27, T mit V und Z mit G, Sind ferner x, y^ z die 
drei, diesen Azen parallelen Coordinaten eines beliebigen Puncts ikT des KSrpers^ 
hingegen dr|,3ri,Zi die drei den frühem Axen Oxi^ Oji, Oz parallelen Ommp- 
dinaten desielben Puncts M, so ist bekanntlich, wenn man zur Abkürzung 

Ico%XOXi " öl 9 cos JTO Tj — Äj , cotXOZi » Cj , 

cos rOXi = fla , cos r 1^1 - Ä, , cos YOZi - r, , 

cosZOXi » o,, cosZOYi n ^ y cosZOZi » r, 

setzt, erstens: 

!x — aiXi + biyi + c^^Zi , 
z m a^xi + b^yi + c,Z| ; 
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und hiernach wird man ans den drei unveränderlichen Coordinaten ^j^ yi, Zi des 
Puncts M im Korper die Wertbe der drei veränderlichen Coordinaten ar, v, z 
desselben Puncts M für jede beliebige Zeit t berechnen können, falls nur die 
Coeflicienten Og^ a^f a^, ^n ^at ^3# ^i> ^a> ^a ^I^ Functionen der Sl^eit / dargestellt 
worden «ind. 

Rückwärts hat man dann aber auch 

IXi = aiX + a^y + a^Zf 
yi — b^tv+b^y + b^z, 
Zi = CiX + Caj^ + C3Z ; 
und hiernach wird man aus den nach irgend einer Zeit i gemessenen oder doch 
bekannten Coordinaten x^ y^ z eine$ Puncts M die Lage dieses Puncts im Körper 
in Beziehung auf seine drei Hauptaxen bestimmen können, deren Grosse von der 
Statt gehabten Bewegung ganz unabhängig ist. 

. Um aber die Coefficienten (2) als Functionen der Zeit darzustellen, drücken 
wir sije sämmtlich durch drei Grössen 9, 'Q' und oj; aus^ welche sich als Functionen 
der Zeit darstellen lassen. Wir wählen dazu im Grunde dieselben drei Grössen, 
welche im ($. 378) der Uebersetzung des Lehrbuchs der Mechanik von Poisson 
aiigenommeh, aber nicht bestimmt worden sind^ nämlich: 

^ « UNXi 8» iV— arccos(sao'a . dnu) , 

9>-^^i' -3'-ctang(^); 
nur mit dem Unterschiede, dass wir nicht mit Poisson den Bogen NXi^ sondern 
den Bogen NXi o* 9 gesetzt haben, damit unser 9 in dem Anfange der Bewe- 
gung, und überhaupt dann, wenn t zwischen den Grenzen Null und T enthalten 
ist, nicht grösser als ein Halbkreis sei. Setzt man wegen der angezeigten Ab- 
änderung in den Formeln von Poissonit + y statt 9, so werden sie sich auf 
die gegenwärtige Annahme beziehen. Sie sind dann : 

fOi = coslrXi = cosUxi = — cosycosoj; — sin 9 sin oj; cos i?*, 
bi = cosxjTj = cos Uyi = + siny cosoj; — cos^sin^ cosi^", 
ici = cos 07 z^ = cos Uzg = -•- sin x\) sin * , 
|ö2 = cosyo?! = cos^a^i = -l-cos9sini|^ — sin 9 cos a|^ cos i9^ , 
(6.) <Ä2 = cosyyi = cos f^yi = — sin qpsinaj; — cos 9 cos \f; cos 1? , 
Ica = cosyzi == cos Fzi = + cosxl^sini?", 
[03 = cosza7x = cosGaci = H-siny sim?*, 
A3 = coszji = cosGyi = + cos 9 sin*, 
iCj =:coszZ| = cosGzx = + costS^. 
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Man kann auch die Bedeutung der ursprünglich aus der Zeit t zu berech- 
nenden Grössen oj;, & und 9 wie folgt angeben. Es ist 

i ij; = Winkel Z,Gr = j7r — *.r — jD(M,Ä'—a), 
& = Bogen GZi^ss arccos (snc'a . dnu) » 
9 = Winkel GZ^T, = arctang(^) ; 

und durch Anwendung dieser Ausdrucke wird sich nach den berechneten Wer- 
then von a^, & und 9 die Lage der drei Puncte Xi^ T^i, Zj in Beziehung auf das 
Coordinaten -Dreieck ÜVZ oder Xl^Znoch bequemer bestimmen lassen» als 
durch die anfänglichen Formeln (5). 



17. 

Schliesslich fugen wir noch hinzu, dass der Winkel iViV/JIT/, unter welchem 
der feste Aequator Ton der Axe XiZiXx geschnitten wird, gleich ist dem Bogen 
GTj, und der Winkel Y^LN^. unter welchem derselbe Aequator von der Axe 
^iZi Y^ geschnitten wird, gleich dem Bogen ZXi. Bezeichnen wir diese Winkel 
alsodurchilf und A", so ergeben sich, ähnhch derFonnel cosiVssnc'a.dnu, auch 
noch die Formeln cos M s= dnc'a . sn u und cos £ = cnc'o . cn u. Ferner folgt 

aus der Gleichung des Kegelschnitts |jjjjzi^-f- 1^^% o = 1 die Gleichung der Be- 
rührungslinie 1^ a^ «H ^ > jA s=s 1, und setzt man hierin, um die Puncte M 
und L zu biestimmen, y' = und vf = — tangZ|il/, ferner x' = und 
y' = ~tangJ^L, so erhält man tangZ|M=— ^^ ^* und tgZiL=— ^^^. 

Werden hierin die auf den Beruhrungspunct H passenden Werthe 
X s3 — tanga^ . snci/ und y =i — tangj84« cnci/ substituirt^ so ergeben sich, 



•na 



coordinirt der Formel tangg) = — -, noch die beiden Ausdrücke 

(1.) tangZ^M = »!5I^ - 51? „„d , z^i =, Ü!5i^ . ^. J=^ . 

^ ^ o * snc» fnotl ^ * cnctf k enc« 

Da ferner Mß = ^ « , also MN— | « — IVß = J tt — arc lang {^^^ '^^ 

und t/iK- iir--t^D(u, K'-a) ist, so findet sich UM ^^ JVM-JYU ~ - t 
■ o e 

+ !>(«, Ä'-o)-arctang(-^-;;;^;, d.h. 
CreUe'* Journal f. d. H. Bd. XIDI. Heft 2. 20 
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(2.) ritf - 5 . / - 'SCu, K - a) 

Am leichtesten findet sich die Länge von UL. Da nämlich UL » Ua 
— La und La «■ JTt ist^ so ist 

(3.) UL^lit+~C(u,a). 

Diese Formeln bestimmen, in Verbindung mit UN'^ }« — -t^-IHjUjK'^, 

die drei Puncte L, M, iVdes festen Aequators, in welchen er von den durch die 
Hauptaxen des Korpers gehenden drei Ebenen ^iZj, JTiZi und ^i Y^ geschnitten 
wird; und da die Winkel L, M^ iV vorhin gefunden wurden, so ist jetzt auch 
die Lage dieser drei Ebenen gegen den festen Aequator bestimmt 



18. 

Nachdem in Beziehung auf den festen Pol G und den zugehörigen fe- 
sten Aequatör die Lage des scliwankenden Poles« die Lage der drei Haupt- 
axen des Korpers, so wie die Lage der Ebenen, welche durch sie paarweise 
hindurch gelegt sind, und selbst die Lage eines beliebigen Puncts im Körper 
für das Ende der Zeit t bestimmt worden sind; auch ausserdem noch die Lage 
des Puncts H angegeben ist, in welchem der mit dem Korper verbundene Kegel- 
schnitt H^HiH^H^, welcher sich auf dem festen Aequatör ^Izt, diesen am Ende 
der Zeit t bertlhrt: so betrachten wir jetzt noch die Bewegung des Körpers in 
Beziehung auf den schwankenden Pol und <]en damit in Verbindung stehenden, 
zwar schwankenden, aber sich nicht drehenden Aequatör. 

Die Gleichung dieses Aequators ist bereits in (No. 9) angegeben worden, 
und es wurde schon erwähnt, dass bei der Bewegung des Körpers dieser Aequa- 
tör immer von einem Kegelschnitte berührt werde, welcher mit dem in (No. 9) 
betrachteten Kegelschnitte durch das Reciprocitätsgesetz verbunden ist. Aus 
den daselbst angegebenen Tangenten der Axen-Coordinaten 

X «a tang^i . sncu und y «a tangai . cncu 

des schwankenden Pols finden sich leicht die des zugehörigen reciproken Puncts 
5in(Fig.5): 
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Seilt man 

C0SC4 _ P(C-^xAil+*C-^*) ' ^^^^'^ ~r (C-fi)(ÄÄ+AC-e*)' 
so verwandeln sich die Gleichungen (1) in 

(3.) 07 SS -* tango, • sncii und y = — ^^^%ß% * cncu; 

und hieraus folgt die Gleichung ^^^ i^ji + xma^B ^^ ^ » welche die des Kegel- 
schnitts S^SiS%S^ in (Fig. 5) ist» deren grosse Halbaxe ZitS^ = Z^S^ = o, und 
deren kleine Halbaxe Z|«Si =: ZiJ^ = ^, ist. Sind D und D' die Brennpuncte 
dieses Kegelschnitts, und setzt man die Excentricität desselben ZiD =z Zil^ j= e^ 

coso^ 
so giebt der Ausdruck ^^7^ t= cosea die Formeln 

cos£a= } (c-^CA^H-AC-O* 

l/(S-i4)(Ail^^^Äß-0 
sm «a = K (C-i4)(A^+AC-.e^' 

tangea= K(C^JB)(A« + AC-.«') ' 
CJebrigens ist noch a%+ßi = {^ und ß%+ai a i^t, und nach ($.84) der ana- 
lytischen Spharik ist ausserdem tang«, = ^^^; sJn«i = tisU; ^^««i"HS^^ 
sinst sing| sinsi 
sinor, " cos Ä "* Sinai ' 

Den Formeln (3) gemäss ist für < » der Berflhrungspunct des Kegel- 
schnitts mit dem schwankenden Aequator F^SF^' der Scheitel Sq\ filr t mm T 
kommt damit der Scheitel «S^ in Berührung, für / "■ 2 T der Scheitel S^p für 
< - 3 T der Scheitel 8, und für / - 4 7 endlich wieder der Scheitel 8«. 

Verbindet man den schwankenden Polü mit seinem reciproken Puncte 8 
durch den Hauptbogen RS^ so hat dieser die Länge eines Quadranten und ist 
die gemeinschaftliche Normale der beiden Curven S%SiS^8^ und RqRiIitR^; 
d. h. er macht rechte Winkel mit den Berührungslinien derselben in R und 8. 
Als Gleichung dieser Normale findet man leicht 

(5.) — . cos Mxi — 1 cos Myi 

+ - ^-^-^ ' cos Afz, B» 0, 

wenn M einen beliebigen Punct dieses Hauptkreises bezeichnet. 

20* 
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Diese Normale ist im Allgemeinen verschieden von der Normale G R H; 
welche mit ihr den Punct R gemein hat, und deren Gleichung (4) in (No. II) 
angegeben wurde. Es fallen aber die beiden Normalen in eine einzige zusammen» 
wenn zwei von den drei Trägheitsmonienten einander gleich sind^ also wenn der 
Kürper ein Rotationskörper ist. In einem solchen Falle befindep sich die vier 
Puncte G, H , R, Sin demselben Hauptkreise, und die vier geraden Linien 
OGf OH, OR, OS befinden sich dann also zu jeder Zeit in derselben Ebene. 

19. 

Rectificirt man den Bogen SqS ts s des Kegelschnitts SqSiS%S^, welcher 
Bogen während der Zeit / mit dem schwankenden Aequator ES in (Fig. 5.) in 
Berührung gekommen ist, so findet sich die ziemlieh einfache Formel 

(1.) SoS='C(f,l^)\ 

in welcher die Functionen des Arguments p sich wieder auf den Modul X » sinii, 
also die des Parameters b auf den Modul V =? cos «i beziehen. Ferner ist 
wieder 

^TT — amcp = Jw — amen, 
oder 

(2.) amop = amoi^ t 

so dass die Formeln (3) in (No. 18) auch also dargestellt werden können: 
(3.) o? = — tang o, . sncp und jr = — tang^^ . cnc p • 
Es ist wieder |7r — amcp die excentrische Anomalie der beiden Puncte S 
und R, woraus durch die in (No. 9) angegebene Construction amp gefunden wird, 
wenn man sich (Fig. 2) mit (Fig. 5) zu einer einzigen vereinigt vorstellt Der 
Parameter b des gefundenen Integrals wird aber durch die Formeln 

b = cos«a= K (C-^)(A^H.ÄC-e») ' «nc 6 = «n«2=J/(c.^)(i^^.Ao.^i) . 

h - sm «a - K (C-.^(A^+AC-a«) • cnc 6 - coso,- y qq^ X)(JiA^hC^^^ • 
(4.)\ . ,/(C-^(ÄÄ+ÄC-«^ , ^f Aj^-'h A) 

jln b = cot€, = Y (^B^AKkA+hB^^) ' tnc ö-tanga,«^/ p^^^^^-^y , 

(5.) am'Ä s. Jtt — €, , und amc'Ä -> o, ist. 
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Wird der Hauptbogen jRZj bis zum Einschnitte y* in die Tangente ES 
verlaögertl so findet man auch auf ähnHche Art» wie zu Anfange von (No. 15), 
die Formel 

(6.) iSy a arotang \A-^ sn«^ gncc?) . 

20. 

Es sollen nun, ehe wir weitergehen» die zu den Axen Oacif Oy^ Ozi pa- 
rallelen Coordinaten des Beriihrungs-Puncts «S hergeleitet werden; als Functio- 
nen von v betrachtet. Setzt man in den Formeln (3) von (No. 19) 

X T 

07 * 7 ^^^ y^Z* ^^ geben sie 

X ^l Aie^^hd) cnü , F i /^(a*-A^) X' nv 

Hieraus erhellet, dass man 
A « g , X . ^ und Z . g 

setzen darf; und da jr^+ F'-f-Z' a 1 sein muss, so ergiebt sich zur Bestimmung 
von S die Formel 

^•-^(«*-Ä^cn'p + 5(e^-ÄJ),X,^8n'p+C(ÄC-e')dn*p. 
Da aber An^v » cn^p + X'^snV ist, so ist S^ - (Aie^-- hj4)+ C(hC — i^))ca^p 
+ (5(^-Ä5) + C(ÄC-i?»))X.'»snV, oder SP » (C-^(Äy< + ÄC- ^. 
cn*iH- (C— B)(hB + hC-i^X'^sn^p . Wird hierin der Werth vonX'* sub- 
stituirt, so erhält man 

^ ^y CC^gA+ftC-e*) |/(- jj(g._Ä^8n»c + y/C^^-Ä^cnp] oder auch 
Wird dieser Werth benutzt, so erhält man 

_;. „ — nici'cn» 

X - COS.SX, - y(i_j.'.4.„.^ , 

«^ £, — A*fn &snc &8111) 
1 OB COSOVi ^ "iTTi T-TjT — i — 

f^ £, cnc & • dnO 

^=^^'*^^*"l/(l-dn^«6.n*«)» 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit den in (No. 13) gefundenen Formeln 
(2), welche sich auf die Bestimmung der Lage des Puncts //bezogen, so sieht 
man» dass sie dieselbe Gestalt haben, und dass jene in diese fibergehen, wenn 
man A;, X\ b, p statt der Grössen /r, k^, a, u, setzt. 
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Der durch diese Formeln bestimmte Punct S ist derjenige» welcher am 
Ende der Zeit i in dem schwankenden Aequator von dem mit dem Körper auf 
eine unabänderliche Weise verbundenen Kegelschnitte berührt wird. 

21. 

Der schwankende Aequator schneidet die Ebene der Hauptaxen des Kör- 
pers unter den drei Winkeln Fi, JP,» Fz» ^^^ « ist 
F.^RXr. F^^RY.i F.^RZ,; 

daher ist cosi^i - cosRX^ - - - V7(jc:id) • VMcu'^H'W^^ tn»!*) V2(P^T 

neu 

y( Wo* snc* M + "pi cncV) 

TP »vi i/ JtC-e* tn« _ T / *C-^e * 

C0sF, = C0SÄr,-^- J/Ä(C=Ä)-y(a;a»ca«l»+a,»So«;Ö ^Ä^^^ 



CDCtf 



cosF,^cosRZ,^-^yC((D^\,/ , . . 

Da aber amci/ «■ amc«' ist, so ist V\^W|*soc*i/+ j^ cae^u) — V\Wg' m^ «^ 
+ j^CDc'«?^, und ^^Y ^ Y °*^^ ^^* ®^ "^' *® "* ^ (^Wb'snc'a+^pi cncPay 
• y • dncp =■ — und V ^ov^^wCa+'j^ cnc u^ ■■ j> oo» dnci^ -• (»h • dnou. 
Daher erhält man cos Fi^ ^T'^ jiCC^A) • ^^ 

Werden hierin noch dieWerthe von Oü^—l/ '2'Ö~^ ""^ ^* "" V — IsC — 

substituirt» so erhält man endlich die Formeln 

IcosiPi B cosjRxi OB cnc'6 • cnc' » 
cosjF^ =■ cosRyi » dnc'Ä • gn«^ , 
cosjPs M cosjRzj SB gnc'Ä • dn<^ ; 
welche der Form nach wieder mit den in (No. 15) gefundenen Formeln (8) 
übereinstimmen , nur dass das Argument p nicht zur Zeit t proportional ist. 
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Ferner findet man noch die Formeln 

tang F.JT't- fang r,Z,Ä-^. 
(2.) < fang FtZi - tangXi T, Ä - *""'* 



sncO 

i 
cn 



A cn & 



tangF,Z,-tangr,X,Ä-^~ 

22. 

Man nehme jetzt an, der schwankende Aequator FiF^F^ sei vom Ke* 
gelschnitte S^SiS^S^ dnrch deq Scheitel iS^ im Anfange der Bewegung oder für 
/ « im Puncte £ berührt worden, und bezeichne den Hauptbogen ES durch 
S, eo hat dieser Bogen S einen unyefSnderlichen Anfangspunct £, und seine 
Länge ändert sich lediglich dadurch ^ dass sich im Fortgange der Bewegung der 
Punct S weiter von diesem festen Anfangspüncte E entfernt. 

Zieht man den Kugelradius «SO» so steht derselbe auf der schwankenden 
oder augenblicklichen Drehaxe OR senkrecht , und am Schlüsse der Zeit t wird 
von diesem Radius OS, wegen der augenblicklichen Drehung des Körpers um 
die Aie OR mit der Winkelgeschwindigkeit od, während des nächsten Zeitele- 
ments 8/ ein Winkel Oü.8/ beschrieben, welcher dem kleinen Hauptbogen gleich 
ist, den der Punct auf dem schwankenden Aequator von S aus beschreibt. Da 
wir nun voraussetzen ^ dass der schwankende Aequator sich nur insofern bewege, 
als sich die Axe OR bewegt, und er also an der Drehung des Körpers um diese 
Aze nicht Theil hat, sd folgt, dass O) • 8/ ein Theil von bS ist Wäre die- 
ser Theil nicht vorhanden , so würde das Differential von S mit dem DifTeren- 
tiale des Bogens 8^S^ d. h. mit &'C(p, 6) fibereinstimmen: so aber kommen 
beide Theile integrtrend zusamnoen und es ist 

«S « w . W + 8'C(p, b) , oder auch 

8S = 8^r+8'C(p;Ä); 

und hieraus folgt durch Integration 8 » JV+'C(fP^ b). Eine Constante ist nicht 

hinzuzufügen 9 weil alle drei Glieder für / «* verschwinden. Demnach ist also 

der Hauptbogen 

(1.) ES--Pr+'C(p,b). 

Die in dieser Gleichung vorkommende Grosse der gesammten Drehung 
des Korpers ist mithin der Unterschied ES — SoS zwischen dem Bogen ES, wel- 
chen der Berührungspunct auf dem schwankenden Aequator zurückgelegt hat und 
dem Bogen SqS, welchen er im Umfange der Ellipse durchlief. 
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Die in (No. 8) für ?^gefundeuen Ausdrücke fV^ t^ — ^ — S(*^* ^ 
• -T , ; ; + C(p, rf) *™*r^ . <^ + /)(p, cf) bestimmen alle drei auf gleich ein- 
fache Weise die Grösse W, welche in der gefundenen Formel zu substituiren 
sein würde 

Werden wieder RXi^ RY^, IL^x verlängert , bis der schwankende Ae* 
quator davon in a\ ß\ 9/ getroffen wird, so ist zunächst Ey' ^ ES+Sy " 

FF+ 'C(p , i) + arc tang {^ sn c? snc c? y i also 

(2.) Ey - FT+DQ^, V-b) , 

wenn V den zum Modul V gehörigen Modular- Quadranten bezeichnet. 

Weiter ist tangF,/?' - tang/', T,. cos F, = ^-^ , und da JEF, « 
J^r— Fy oder 

(3.) EF^ - }7r- Jr-D{v^ V—b) 

ist, eo ist Eß' - EF,+F^^ = Jw-FF-JD(r, i-*)+arctang(^-^J,oder 

(4.) E^ « i^r- fF+'S(c^, L'-Ä) . 

Weiter ist tangF'ja' « tang F'jJTi. cos F', « tangFa-Y'i cosFj - 

tu &tDO bdüV • 

— Ji^ — » "^»° 

jv,«' - |'r-arclang(;7j^^^) , 
und da i:/*, - «—EF^ - |«+ FT+DCp, L'~ä) ist, so ist 

Ea'^Tc+FT+Dio, I'-Ä)-.rctang(;;vj;f^) 

oder 

(6.) JBa' - ic-i- fV— C(f>, b) . 

Da F,F, - i«-F,/?' - jT-.ro tangC^*.^J und £F, - }*- W 

-Diy, L'-b)Ui. so ist JEF, - fF+D(p. l'_Ä)_,rctang(^*- ^), oder auch 

(6.) EF^ - fr- 'S (P, /,' - b) . 

Da jBjFi - Ea'—FiH' - J« ist, so ist endlich 
(7.) EF^ "4*+ TV- C (p, b) . 

Stellt man die Formeln zusammen, so wird die Hauptaxe Ox^ des Kör- 
pers, d. h. der Punct Xjt durch den Leitstrahl RXi und den Winkel REXi 
mittels der Formehi 

cosÄXj = cnc'Ä cnp und ERXt - w+ JV-C{v, b) . 
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bestimmt. Der Punct Y^ wird durch die Formeln 

cos IiY,= dnc' * . sn c^ und ERY, = | tt - Fr+ '5(r, L'~ Ä). 
und der Punct Zi durch die Formeln 

cosRZ^ = gnc'Ä.dnP und' ERZ,= rr+D{p. V— b). 
bestimmt. Die Lage der Ebene Y^Z^ wird durch die Formeln 

EFi = |7r+ ff^— C{q, b) und Fi = arc cos (cnc'i cn i'), 
die Lage der Ebene Xi Z| durch, die Formeln 

EF^ — fr— '5(p, S/ — by und F^ = arc cos (dnc' b sn i^). 
und die Lage der Ebene Xi Yi durch die Formeln 

£^3 = JTT— fF— JDfr, Z'— Ä) und JF, = arccos(snc'Ädn<0. 
bestimmt Hiernach kann also die Lage der drei Hauptaxen des Körpers und auch 
die Lage der drei Ebenen» in welchen sie paarweise Hegen, in Bezielning auf den 
schwankenden Pol und den schwankenden Aequator, für jede beliebige Zeit durch 
Rechnung bestimmt werden^ und die Formel (1) giebt endlich noch den vom 
Korper oder vielmehr von der Ellipse S^S^^S^S^ auf dem schwankenden Aequator 
während der Zeit / beschriebenen Bogen^ ES. 

23, 

Substituirt man nun einen der drei für 1^ gefundenen AusdrucJLet und 
zwar den angemessensten y so wird man eine Vereinigung der beiden in der For- 
mel zusammenkommenden Modular -Integrale beabsichtigen. Da sich solche zwei 
Modular -Integrale auf dieselben Modul Xi und V und auf dasselbe Argument c; 
beziehen» so steht einer solchen Vereinigung zu einem einzigen' Integrale auch 
kein Hinderniss entgegen ; nur muss dabei ein cyklischer, leicht zu bestinimendef 
Arcus additiv oder subtractiv hinzukommen, und es kommt dabei hauptsächlich 
auf die Bestimmung der sich auf den Modul V beziehenden Modular- Functio- 
nen des neuen Parameters an. 

Der Parameter des neuen Integrals ist aber immer» entweder b — d, oder 
U — {b — </)» und es wird daher für alle mögliche Falle gesorgt, wenn man die 
Modular- Functionen/ von 6 — J selbst, und zugleich die des Complements her- 
leitet. 

Man findet durch Zusammensetzung: 

tn'i^dna = V ACB--Jr \ ""° toWdn'6 = \ j^ ; 

daher ist in'b in'd - in'ddn'b = (^ -H C — Ä) . V acCB^^ 
CreUe'f Jonrnal f. d. M. Bd. ZLin. Hefl 2. 21 



ISS 8. Otidarmamtf über die drek. Bewegung fsHer Kärper wm ihre Schwerp. 

und 1 + \n'b ia*d . tn'ddn'b = H- —j- -» j ' ^*^"^ "* 

(1.) ta^(&-<0 = V c(^I^ oder am'(Ä-d)-4*-e4 

weil In (No. 11) tang«« = v'TTF'Ers) gefanden wurde, und aUo 
to'(Ä T «0 ■■ cot «4 •■ *■"§(}» — ««) ist. 

Hieraus folgt ^-tn'CÄ - rf) - jji^j^ - (e«,AA)(AB^AC-«»j ""'*." "* *''** 

.-.VA ^ i/(e «-A^(AB-i-*C^g^ _ lang.« 
tnc ^ö — tf; - K(ÄC-e*)(Ail + AÄ-«») riE^T 

Ferner ertölt man X'nfjCb.rr d) — r y^A^ C Ä^^AcZ «y "°** hieraus folgt 

j //A :a -1 / C(g-^AV 

Daher hat man überhaupt die Formeln 

'(h i\ \i A(y;^B) „, j. Tiy^-A^OTAß+AC^ 

(b^d) - sin«, "V^jöZJ)* und cnc'(i-d) - |/ J^c:::j)k* 

VA j\ . iU(,C-g) ,,, ., T/ C««~A^(Ag^AC~^) 

n ib-d) - cotn ■F ^(V^^) > toc'(Ä-<^) - V (hC-e^XM+hß-**) * 

Man siebti dass ijie Ausilrucke der Modular-l^unctionen von .2 — c/ üpd 
auch die seines Complementes einfach genug sind. Sie beziehen sich ayf di^ 
Rectification eines Kegelsc|inilts» welcher eine ähnliche Lage hat» wie der Kegel- 
schnitt H^äiH^tt.\ er hat dieselbe Excentricität» wie dielier, und dietlxcentn- 
cität seines reciproken Kegelschnitts s^imint fibereia npit der des Kegelschi^itts 
jRoBi^/{,; seine beiden Halbaxen sind 

"<=<=°*U Mc-Uyh* ' , ^/«"'^ arccos^^ ■ ^(^.^y ^ • 

Mit ihrer weiteren Benutzung halten yfit ups ^Iiier nicht auf. ; Wil^ man 
weder das Problem auflösen» aus den Coordinaten a^i» yn ^i eines beliebig im 
Kcrper gewählten Puncts» welche parallel sind zu ,den Hauptaxen. O^Ta, O/i» Ozj 
deseiben, die Coordinaten xyz desselben Punctes in Beziehung auf den schwan- 
kenden Aequator und den schwankenden Pol R herzuleiten » so vollende man 
das ireirechtwinkelige sphärische Goordipaten* Dreieck JELR \n (Fig. &), indem 



Oi = — sin O) 
Ci = +cosa. 
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mad £L gleich einem Quadranten macht und RL zieht. Die neuen Coordina- 

ten-Axjen sind dann OE^ OL und ÖIL Nimmt man nun jc parallel mit OE, 

y parallel mit OL und z parallel mit OH an» so gelten wieder die in (No. 16) 

aufgestellten Formeln (3, 4, und 6); nur ist die Bedeutung der drei Elemente 9, 

^ und a|7 im gegenwärtigen Falle eine andere: es ist nun zu setzen 

ol, - £/; « Winkel Z^RL - J^^- TT^ D(v, Z'- Ä), 

& -■ Winkel jF, » RZ^ «• arccos(snc'& . dar) « arccosCsino, . dnc), 

g> = iVJT, = Winkel T,Z, R = arctang (^) = aretang (^) . 

Bezeichnet man die Werthe dieser Grossen fiir / = durch af^t, &q. 9)^, so hat 
man insbesondere 

ol^t = i^ , 1^0 = }« — o, p 9)^ s= |9r , daher ist dann 

a^ssO ö, = cos 02 

r^ss r, =: sino). 

Bezeichnet man die zu Anfange der Bewegung zu den Azen OE, OL und OR 
parallelen Coordinaten des Puncts M durch a:^ y^ z^ so hat man die folgenden 
Anfangswertbe: 

x^ SS — sinc4 • rri + coso^ . Zi 

yt = — yi 

Zt = cosO). d;| -I- sinO). Xi ; 

und in diesen sind X|t ^1» 2i die zu den Hauptazeo O^Tj, Oji, Ozi des Kör- 
pers parallelen Coordinaten desselben Puncts M. 

Als Anfangswerlhe der Coordinaten x, y^ z in (No. 16) findet man in 
Shnlicher Weise 

OTt = — sina4 • Xx + cosa4 . Z|, 

x^ss cosa4.Xi + sina4.Z|, 

Man sieht also, dass man überhaupt die Lage eines beliebigen Puncts 
des Korpers, eben sowohl in Beziehung auf den schwankenden Aequator, als in 
Beziehung auf den festen Aequator nach einer beliebigen Zeit t bestimmen kann. 

Die weitere Ausführung würde zu der umständlichen und gesonder- 
ten Betrachtung der am Schlüsse von (No. 4) bezeichneten particulären Fälle 
fuhren, welche aber keine Schwierigkeit haben und die wir hfer daher der Kürze 

21 ♦ 
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wegen fügltch übergehen dürfen. Die früher betrachteten sphärischen Elh'psen. 
erhalten zum Theil -die Form von sphärischen Zweiecken , welche bekanntlich 
ebensowohl drei sphärische Mittelpimcte haben , als die sphärischen Ellipsen. 
Die grosse Halbaxe, und somit auch die Excentricität eines Zweiecks« ist ein Qua- 
drant, und die kleine Halbaie kann, wie bei den Ellipsen, im Allgemeinen eine 
beliebige Grösse haben ,;welche nun dem halben Winkel des Zweiecks gleich ist. 
Münster, den 4. Februar 1846. 
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9. 

Memoire de m^eaniqne^ relatif au mouvement de 

rotation et au mouvement naissant des 

Corps solides« 

(Par Mr. Skichen^ professeur k I'öcole militaire de Bruxelles.) 



i lous nous proposons de traiter diverses questions de mecanique qüi ne 
sont encore resolues que d'une mani^re indirecte ou incompUU^ et qui se rap* 
portent plus parliculierement au mouvement de rotation fini ou naissant des corps 
solides. 

§. 1. 
IVoavelle analyse da eentre de pereasslon« 

Un corps solide est retenu par deux points fixes ^ et JS, et se trouve 
ffbranle par une force de percussion instantan^e ou immensement consideVable: 
on demande determiner la vitesse angulaire communique'e» qu on appelle ^, et les 
percussions souffertes pendant Tinstant du choc, le corps etant percute ou ebranle 
par une force dont le point d application exterieur se trouve compris dans Tinter- 
valle des poinis A et B. 

Pour plus de simplicite, et sans nuire ä la generalile de ce quon a en 
vüe^ on peut admettre que la force de percussion F soit situee dans un plan 
normal ä Faxe AB. Soit v la vitesse ^ que F iroprimerait instantanement ^ ujn 
point materiel libre de masse /m: on pourra prendre pour mesure de F la valeur 

F := ""Tr» et 'i eile produisait seuleraent la quantite de mouvement /xp pendant 

les tr^s court Intervalle de temps 4/, on prendrait F = ^jr*. Ainsi lä oü Ton 

voudra substltuer une force de pression immense ä Thypoth^se idealement pcr- 
mise^ mais physiquement absurde d une force instantanee, on n*aura qu'a rem- 
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placer le'I^ment di du temps par4^: Intervalle pendant lequel se consomme 
tout cboc et toute communication de inouveincnt; et cet Intervalle doit ^tre 
consid^r^ coxnme, une qiiantite connue dans les recherches mecaniques generales, 
quoique jusqu ^ ce jour Fexp^rience nou^ ait apprls fort peu de chose a cet egard. 
Cela pose, nommonsjTle bras de levierdc JPautour de Taxe AB; dm, dm\ dmf\.. 

(plus exactement 4m, 4m', A^m'! ) les elements de masse du solide.; r, r*, rfV^ 

letirs distances ä Farer bn devra ^äblfr'qulFjra'dfqiiiijbre entrd fSictiön et lei rinic- 
tions d^behie de la matiire 4u solide ^' t:tf .«{lU d<Nfijie iromediatäüklKP^quation 
connue : « . r . 



* >!' 



ß _ Ff f^^v^f 

partant ^ — yp^^ , ou ß =yv«^ • 

La quantit^yy^i/m ^tendue k la masse entiere du solide exprime soa moment 
d'inertie par rapport k laxe donn^ AB» De meme^ püisquit y a equifibre entre 
factioD JP et les rtfactions d*inertie. pendaht Tinsiant du cHoc, par le moyen'de 
Faxe fixe, il faut que toutes les Forces se transmettent parall<yeroent ä ciUes-in^ 
mes« en partie snr le point fixe A situe' d'un cdte du plan de percussion/ et en 
partie sur le point fixe B situ^ de Fautre c6t^ de ce plan. Nommons j^o^ ce 
plan qui coupe AB ea (o); &> ^'' le* di3tanf:e^^4/^pointS'^,J^^. ayoWf et pre- 

nons z^+z'" =s o. . Xat quantit^ ^e Force transmise par JT au point A sera : F.-^-l 

QU point B eile sera JF*«—. Soient o:^ y^ z les coördonni^es rectangles de dm, 

rapporte k ox^ oy, et Ü Faxe^jB pris ppur c^Iui desx* En supppsant que Fim- 
polsion se Fasse de oy positiF vers .o<r positif pour cbaque molecule ayant on sc 

et uny positiF, T^lement dm, reagira avec une Force ii^'^TT' '^ont les conipo* 
santes paralleles aux axes oor, oy sönt 

Si donc OD deobte par yf,«8, les angles formei par la ligne d'actiön de J^'avec lea 
axes ox, oy, on aura les composaatejs ncg, iry de la pression totale en A par les 
fonnules suivantes: 



(A) i ^y Si r Si r 



a 

F%" 
— CO.: 
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Les sigoes d'iat^gration s e'tendant sur tous I^s Clements de niaMe, on aura de 
mtoe pour les compotantes rectangulaires de la pression en B} 

Soient (a^iyizj les coordona^es du centre d'iaertie / du solide, a finslant 
du cfaoc; on aura donc/M exprimant sa masse enti^re: 

I yz"dm =2 Mi'*yi , jjfz'dm ss Mt'fu ^te. 

Si.dpnt OD fait, pour abr^ger, 1 r* dm ss üfST*. I o; < dm rä ilf^', tyzdm ss M^*, 

on cibtiendra par (^ et £), et par la valeur de (x):\ 

F-%' F'f F'f 

. F.«* - F^ ^ F./ , 

"^«Br <{u« Täte nVprouve aucone' p«rcaisioo> il tera ntfcessaire et süffisant que 
•deuKiquelcoiiques de «es pointji, tels qae A et Bf n'en ^proavent ancune; ce qui 
■don^e.;---; ■•;■..■.■.■•••••' 
'••..'; -. ff)^ssO', t^csO»' 9r^sB 0, < ir/s Oi on en d^veloppement: 

BW ,. , . liV.>; . I ^« j^ ^, g <^ypt H./4''«i t= 0. 
r''"' ';„:'• ( r'iP.cos:^-/.tVi-/9* -0. 

Si Ton ajoute la preipiere ä la troisi^me, et la secoode h la qoatri^me, on obtient: 
(C) cos-^ss-jp-, cosi^ss — -jsr. 

De plus» en faisant Ja somme des carr^s de ces dernidres, et obsei^vaot que 
MS? =5 Mk^ + Mr^, Mk^ expriment le moment d*inertie du solide par rap- 
port ji on axe central parallele ä AB^ r^ la distaoce de /a AB, on obtiendra: 
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Substituant ensuile ces \aleurs de cos^, cosB dans Ic$ formules deduites de 
(A^ et de (B')y Oll a: y' = 0, ^' = 0, par les deux precnieres, et la m^me 

chose par les deux autreS) partant ja -^ dm =: 0, jyzdm = 0: De plus, le 

plan (I, Aß) normal par hypothese au p^an de percussion AYX^ ou yoa\ lou- 
pera celui-ci suivant une droite, parallele ix y, et faisani avec ox, oy des aiigles 

dont les cosinus sont: ^^ -7. Donc, comme on a identiquement, eu egard ä (C): 

cos -/4 . -7 + cos jB . "T = , 

il s'ensuit que pour avoir une secousse ou une percussion nulle sur Taxe AB, cet 
axe jdoit e'tre pour Tun des ses points un axe permanent de rotation du solide. 
Puls la force de percussion doit avoir une direction perpendiculaire au plan mene 
suivant Taxe et par le centre dinertie. Enfin eile doit agir avec un bras de le- 

vier /= Ti H — , et dans le plan jfox normal a Taxe» qui passe par le point pour 

lequel Taxe AB est permanent Le point de rencontre de la force jPainsi ap- 
pliqu^e» avec le plan (I, AB), est ^e que Ton nomme le centre de percussion 
du solide. Mais pour parvenir ä ces condusions» nous avoris egale ä la fois ä zero 
les pressions sur deux points A^ B. On pourrait donc croire que Ion puisse 
9tntoTt parvenir ä d autres consequences ou a une tbeorie plus generale, en ne 
consid^raot plus qu un seul point fixe : mais Fexamen de ce nouveau cas ecbappe 
ä lanalyse precddente^ puisque dans celle-ci on part de Fhypoth^se de deux points 
fixes donn^s. Cette analyse ne conduit donc ä rien qui ne soit deja connu jpar la 
tbeorie ordinalre; mais eile montre mieux que celle-ci qu il y a peut etre encore quel- 
que cbose ä faire, et nous indique en quelque sorte la nouvelle question qu il faut se 
poser, pour en venir a cette g^neralisation de tbeorie que nous exposerons plus loin- 
Faisons remarquer aussi que dans la metbode pr^c^dente on peut encore 
raisonner de la maniere suivante. Si la force F est appliqu^e dans le plan nof^ 
mal m^me passant par ^, on a 

On voit immediatement par Hi que si Faxe AB est pour le point A un axe per- 
manent du solide 9 on peut se dispenser du second point fixe B: qu'en outre la 
fixite du point A devicnt elle-m^me superflüe par les nouvelles equations; 

ß 

Si 
itr = Fcosi?4-j7^.Afj?i = 0. 
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mais ce ne seroit I2i quune tournure differente de la inline analyse^ et ramenant 
lilt^ralement ä ce que Ion sait di]h. 



§. 2. 
•oUde. 



Concevons un point materiel fini, sans poids, (Fig. I), assujetti a un point 
fixe (0)» et souniis h Faction simultanee de deux ou de plusieurs Forces F, F'^ 
situees chacuoe, avec le point fixe, dans un plan particulier : le mobile ne pourra 
decrire peodant chaque instant qu un seul arc de cercle elementaire autour du 
point fixe. Examinons les drconstances du mouvement naissant d*un tel point. 
Soit O^H le plan de la force F^ et OAK celui de la force F'] ces deux plans 
se couperont evidemment suivant une droite A O qui passe par le point fixe (o). 
£n un point quelconque A de cette ligne d'intersection appliquons, normalement 
k OA, deux forces P^ jP, situees lune dans le plan OAH^ et lautre dans le 
plan OAKf et donc les energies de rotation principales soient respectivement 
equivalentes h celles des deux Forces primitives» eslimees par rapport au point 
fixe (o) ; de sorte que si / designe le bras de levier de JF^ et y^ celui de F\ on 
doit prendre : 

P.AO^F.f\ P'.AO = r.f. 

Dd point O, comme centre, avec un rajon AO^ d^crivons une spbere qui 
sera coup^e par les deux plans OAH, OAK, suivant deux arcs de grand cercle 
AH, AK. La force F peut ^tre remplacee par P^ quant ä Feffet dynamique 
instantane dont eile est susceptible; de mSme JP' pourra ^tre Substitute ä jP. £n 
effet, comme P est situ^e dans le plan OAH de la force F^ eile fera mouvoir 
dans le premier instant dt de son action» son point d*application A dans ce plan 
mime 9 et lui fera demre un espace circulaire AB\ et le mobile lui-mlme» de 
masseil/y qui doit se trouver quelque part sur la ligne OA, decrira par consequent 
un espace semblable; de sorte que, sous le rapport de la direction du mouvement, 
Teffet produit par P, est absolnment le mime que celui qui serait produit par la 
force F dans le mime instant. Je dis quil est aussi le mime sous le rapport de 
la grandeur de Tespace decrit: car en nommant y lacc^leVation angulaire que la 
forceP seraii capable dlmprimer au mobile, et partant au pointy^ autour du cen- 
tre(o)» Tacceleration imprimee en Finstant dl aura la valeur y.dl et Ion obtient 
par la, en supposant que A passe de A en B autour de (o): 

AÖB=z\J.ydf i P.AO=^MB?Y\ 

CrelUt Jonraal f. d. M. Bd. XLIIL Heft. 2. 22 
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IL designant la distance du poiht mat^riel entraine par P, h Taxe ou au centre 
de rotation: distance dailleurs plus grande ou plus petite que la droite ^O. Si 
Ton substitue dans la premiere de ces relations, la valeur de y fournie par la se- 
coode, on obtlent: 

Od prouverait de m^me que la force i^est capablc de faire parcourir a son point 
dapplicatiöD, partant au point ^ et par suite k M,un espace angulaire situeencore 

dans le plan OAH et egal a \di^ xMt?/'' ^* comme on a pris P . AO = Ff, 
il s*ensuit que ces deux espaces sont egaux en grandeur et en position; ils seront 
d'ailleurs infiniment petits du second ou du premier ordre , selon que les Forces 
sont de pression, ou de percussion iustantan^e. Il est donc demontr^ ainsi que 
les forces F^ F' peuvent ^tre remplac^s par celles, P^P^f deterniin^es d'apres les 
conditions prescrites. Si Ton d^signe encore par AOC Fespace angulaire que la 
force P* est capable de faire parcourir au mobile ou au point A quand eile agit 
seule, il resulte du principe ou de Tbypotb^se de Findependance des Forces^ 
quelle produira encore le in^me effet suivant sa direction sur ce point, dejä 
soumis ä Faction de la force P suivant la ligne AB\ donc, pendant que P Irans- 
porte le point ^ dun Intervalle ^i? suivant sa direction, la force JP' le fait descen- 
dre suivant sa propre direction constante^ d'un espace ^gal et parallele i celui AC 
qui repond ä son action s^par^e ; de sorte qu apres Tinstantc^/» le point ^, consid^re 
comroe mobile« se trouve ii Feztr^mit^jP de la diagonale^!) du parallelogramme 
ABDC, et parcourt instantandment le cbemin unique AD. Mais si Fon appli- 
que en A, normalement kAO, dans 1^ plan DACy, une force unique X» celle-ci 
sera capable de faire d^crire dans son plan, au point A^ pendant Finstant dt, ua 

certain espace angulaire plus grand ou plus pctit que AOD: et d^s quon voudra 

avoir cet espace ^gal a celui AODf on devra poser« comme prccedemment, 
Fequation : 

De plus, on pourra remplacer la force X, ainsi determinee, et son bras de levier 
AO, par une autre force Z, situee dans le plan AOD, et douee d'un bras de 
levier t, pourvu quon assujettisse les deux grandeurs arbitraires Z, z k h con- 
dition unique 

Z.z = X.AO 
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Ainsi quand deux ou plusicnrs Forces sont appliquees directerhent ou m* 
directement ä un poiiit materiel fini» lie ä un point fixe, ou peut trouver d*abe in- 
finit^ de mani^res differentes, une force unique capable de produire le mdme e(Tet 
de mouyement naissanf, que la totalite des forces proposees; mais toutes ces for- 
ces devront ^tre situees dans le plan diagonal resultant 

D^ailleursy d'apres ce qui precede, la deterniination de ce plan resultant est 
bien facile. En effct le parallelogramme ABCD donne: 

AD'^AV'^Biy + IAB.BDcoißÄC 

Maisen roultipliant les espacesy^OC, AÖB, AOD par le rajon AO» oa ob- 

x-N x-N y'*\ 

ttent les arcs AB, AQ AD^ savoir: 

AB = \dt^.-j^^; AC^il.di'.j^j^, AD = \I.dfi.-jijj^, 
d*ou Ton dcduit: 

ZV ou Js:^y<o' == i^/»+i^y^+2.iy./^/. cosjB Jf c. 

Ainsi le moment de rofation de Tune quelconque des r^sultantes instantanees est 
en grandeur et en direction la diagonale du parallelogramme, consfruit sur deux 
droites qui representent les deux moments des coroposantes et se coupent en 
m^me temps sous un angle egal k riodinaison des plans des deux forces compo- 
santes. 

De plus» pour avoir rinclinaison du plan du mouvement resultant , sur les 
plans des mouvements composants^ on oa qua consideVer le triangle BAD qui; 
donne: 

sinD^J9 =a sinBAC.X YTZ) sinDJlC= sinBAC*^^, 

L'analogie de ce qui precede avec les r^sultantes et les composantes est 
manifeste. Seulement les forces sont ici remplacees par leurs moments; ce qui 
provient de ce que lespace angulaire, decrit au premier instant, est proportionnel, 
non plus a la force sollicitante, niais au moment de la force. 

Remarque !• Dans cc qui precede on a suppos^ tacitement que les 
forces jP, jF* soient appliquees toutes deux au point materiel fini quelles vont 
mouvoir; mais lors m^me qu^olles seraient appliquees en deux points quelcon- 
ques invariablement lies entr'eux et au mobile materiel, elles auraient encore 
d une inßnite de manieres« une resultante instantanee de rotation. En effet, je 
ne changerai en rien Taction de la force F*, si je con^ois son point d^application 

22* 
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aussi inTariablement lie au point de rencootre p* de la ligne d action avec la 
drohe d'intersection j40 des plans OAF, OAF, et que je He ce point de ren- 
contre lui-m^me au point roateriel, mais d^s lors je puis transporter le point 
d*appIication de F' en ce point de rencontre lui-m^roe; de m^me je pourrai 
transporter celui de JP au point de rencontre p de F avec u^O; ensuite on 
pourra remplacer jP appliqu^e en p\ par une force jP' appliqu^e en p, pourvu 
qu on prcnne F'' dans le plan de (F\ O) et le moment de F* autour de (o) 
^gal k celui de F dans le m^me plan et autour du m^me point. Mais les Forces 
(F,F% reduites au m^me point d application» ont dune infinite de mani^res dif- 
ferentes une r^sultante de rotation, et il en est par cons^quent de m^me de deux 
forces (jP» F') considerees dans leur mode d application primitif. Il est donc ab- 
surde d'insinuer d*une noaniere pague et absolüe que deux forces non situ^s 
dans une m^me plan nont pas de resultante: sans doute elles n ont pas de rifsul- 
tante absoIue, c'est-ä-dire qu'il nexiste pas de force unique capable a la fois des 
memes effets de moupement et de pression pour le cas dun point fixe; mais en 
revänche, la resultante dynamique^ c'est^Ä-dire la force capable des rn^mes effets 
de niouvement seulementy exislera d^une infinite de manieres» Que si Ion nous 
objectait que ce sont lä des distinctions subtiles de peu d*importance, nous dccla- 
rerioos» quant a nous, qu en mecanique la distinction des idces est trds essentielle 
et qu'elle doit contribuer ä completer et gencraliser de certaines theories fonda* 
mentales. 

Remarque II. L*analogie entre la composition des forces et celle des 
moments principaux peut encore etre cnvisagee d^un autre point de vüe; mais 
cette recherche sortirait entierement de Techelle didees que nous nous proposons 
de suivre dans cette discussion. 

$. 3. 
Saite du %. n. 

On sait pa,r la statique geneVale que quand une force sollicite un corps 
solide pourvu d'un point fixe (0), eile le fait touruer ou tend ä le tourner instan- 
tanement autour dun certain axe. Cela admis, nommons^Tacceleration de vilesse 
angulaifß que la force» suppos^e constante de grandeur et de direction, impnme- 
rait au corps autour de cet axe, consideVe comme fixe. Pendant Tinstant initial di 
de son action, eile lui imprimcrait donc une acceleration y.dt^ et lui ferait decrire 
un Zf\^eAOB^^\Iy.dt\ De plus^ ä cause de Fequilibre entre Taction et les reac- 



9. Steteheiif iw la roiaütm dei eorpi soÜJes. 169 

tions des Forces d'inertie» on aurait jF/= y.y^r^/m; fi^dm d^notant le moment 
d'inertie g^ometrique du solide par rapport ä Faxe instanfane, etJF/le moment de 
rotatiou de la force F autour de cet axe. Or comme le mouvement el^mentaire 
a Heu spontanement autour de cet axe, et quil n*est par consequeat en neu trou- 
ble par la fixite instantanee de cet axe , les relations prec^dentes dans lesquelles y 
conserve le sens qu'on lui a attribue, sont encore \raies pour le c^^de laxe libre 
et du seul point fixe (o); de sorte que tout mouvemeiu initial» infiniment petit 
du second ou du premier ordre, s*exprime par les formules : 

AOB = \I.y. dt'', et F./= y/r'dm. 
dont la combioaison donne encore 

Nous disons: le mouvement initial, parceque si Ion consideVait le mouvement 
pendant un instant quelconque, oü les dilT^rents ^l^roents materiels auraient de ja 
des vitesses finies» Fenergie dynamique de leurs forces centrifugcs se combinerait 
avec Celle de la force ext^rieure, et il ne serait plus permis de consid^rerlaxeO/, 
qui correspond k la force F pendant cet instant, comme 1 axe de rotation instan* 
tane. Cest pourquoi aussi, en traitant des mouyements et deplacements infini- 
ment petits dans la statique, on ne peut les consideVer qu'ä partir du repos, et 
pendant un instant initial, oü les forces centrifuges sont encore nulles. Pour avoir 
le chemin el^mentaire d^crit par un point quelconque du corps solide pendant 

cet instant, on n*a qua multiplier la rotation AOB par le rayon de ce point, 
cest-ä-dire par sa distance ä Ykie de rotation. 

Si le corps etait soumis en outre ^ Faction d une seconde force F\ dou^e 
d'une Energie de rotation F*J* autour de Faxe instantane OF qui lui correspond, 

il d^crirait sur cet axe un angle AOC donne par Fequation 

rf 



^ÖC^id^ij^. 



dans Iaquelley*r^J/7i exprime le moment dmerti<^ du solide par rapport au 
nouvel axe Ol'. Supposons que A soit ä la fois un poiut du solide et Je point 
dapplication commun des deux forces sollicitantes, il decrira un espace unique 
AD qui resulte de AB et de BD =^ AC, et donne par Fequation: 

AD' = Aa'.{AÖBy+AO\AÖCy + 2AO'.A6c.AÖB.co%BAC: 

ifquation dans laquelle tous les termes du second membre sont connus, puisqije 
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Bj4C exprime Tangle des deux plans ou des deux axes qui leur sont perpendicu- 
laires. Le rapport VTq) marque Fespace angulaire re'sultant AOD, decrit sur 

Taxe resultant par uti point du corps situe ä lunite de distance de cet axe. £n 
nommant Zz le inoineDt resultant de la force unique autour de cet axe^ on 
pourra faire eocore: 

z X i.AD _^/r( Ff \* / r/ >? Ff Ff . T 

Dans cette ^quafionyi^^c/m deTidfe le moment d*inertie da corps par rapport ä 
Taxe de la rotation rc^sultante. Quant ä rinclinaison du plan resultant AOD sur 

le plan AOB^ eile est inarquee par langle DAB, et 1 on trouve: 

Cette inclioaison est donc connue en valeur des quantitesJP/^ yV'^Jm, Ff^jTi^dm. 
La pontion de laxe resuUant est donc connue aussi par rapport aux axes compo- 
sants: on pourra parsuife evaluer au besoin le moment d'inertiey*. 9 cfm; ce qui 
fera connaitre aussi le moment resuUant Mais rien dans ce qui prec^de ne d^ 
termine la direclion des axes composants Ol, OP du point fixe (o) du solide: 
cette question revient k de terminer faxe autour duquel une force tend a toumer 
instantanement un corps solide pourvu d^un point fixe j mais pour erobrasser le 
sujet dans toute sa generalite', nous allons nous occuper de la Solution de la 
question suivante. 

$.4. 

Wm eorps solide est llxi pmw son oentro d^lnertle on par toat aatro 
pointf et Tient & Atre solllelti par mie ou par plaslears foreea, eoM« 
iiaea de irraMdear, de dlreetlon, et de poIntH d*applleatioiit faire eoii« 
Baitre les elreonstaneea relatives & reifet djnamlqne lustantaiii do 
ees foreesy et assisner notammeiit la posItlon de Taxe lustantan^ 

de rotatiom (Fjg. 2.). 

Solution: Examinons d'abord le cas d*une force unique» de pression ou 
de percussion, agissant sur un corps fixe par spn ccnire dinertie. Soient/ce 
centre; la:, Jy, Jz les trois axes dinertic ou principaux du solide; AB la di- 
rection et la ligne d'actiop de la. force soUicitaute; ^ le point d'intersection de 
cette ligne avec le plan (r/j:); 



9; Stekheny iur la rotatüm des earps soltdei. 171 

AIs=:l, AlxssiVi BAiX — a, BJiy = ß, BAiZ — y\ 

c/opy dot)^ dtp les rotations elemenfaires dont la force ferait tourner le solide 
autour des trois axes coordonnes Ix^ ly^ Iz, respectivement^ s'ils ^taient fixes 
successivemenf; N, M, L les moments de la force autour des m^mes axes; ri£ la 
rotatioD ^l^mentaire^ dont eile fait tourner le corps autour de laxe instantane quon 
nommera /O; C|, j?|, Ai les angles de 10 avec les axes respectifs Ix^ ly, Iz\ 
fs! le moment de la force autour de 10 \ A^ B, C les trois moments d'inertie 
principaux du solide; 6 Tinclinaison de Faxe 10 sur le plan xy ; E Tangle com- 
pris entre sa projection sur ce plan et Taxe Ix. 

La difficult^ de la question se r^duit ä evaluer les quantites (J4»^i »^i>^i) ^^ 
(d^p e^ b\ qui sont inconnues, en valeur des quantites connues A^ B, Q N^ Mj 
L^ a, ß, y, fjf e. Or on trouve d abord par un raisonnement facile, P etant la 
force: 

(IV = — P.l.cosy. cos fj (/a:), 

(I.) I JI/ss + P. /.cosy. COS17 (^y)f 

( L = + P. /.(cosasini7--cos^cosi7) (/^). 

n r^sulte ensuite des notations admises et de Feffet de rotation des forces« ä4jh 
expos^ aus paragraphes pr^c^dents, que Ion doit avoir: 

(EL) di^ = \ dt\ j ; d(ß) = \di^. -ß , ^9 = I di^. -^ 

Mais le prindpe de la composition des rotations rectangulaires , que nous admet« 
tons comme expostf et demontr^ dcfjä dans la statique, et sur lequel nous pour- 
rons d*ailleurs revenir, nous donne imm^diat^ment: 

i/i|; = i/4.cos(?i, düi):=: di.cosBif dq)^= d^. cos All 

partantJ4 = V(^'^'+^w"+Jg)') = J.Ar(^+^+§). 
Si donc on pose pour abreger: 

la quantite K exprimera un nombre abstrait et connu pour cbaque cas particulier 
donn^ du solide et de la force: et Ion aura: 

di = \I.K.dt^ 

rfi|7 = l.üT.rf/'XcosCi, c/o) = \K.dt''. gosjBi, c/y = \K. di^. cosA,: 
. Si Fon substilue ces valeurs de Jxf), Jw, dtf dans les equations (II), on 
en deduit pour la direction de faxe: 



172 9* Sleieheny sur la rakUion dei eorps soUdes. 

(111^ cos Ci = j^72 ; cos Bi = j^ , cos J| 5= i^Tjp 

Si Ton veut fixer la direction de cet axe par les seules quaotites e, d^ <m remar 
quera que 

cosCi = co$€.cos6 , cosBi = sinfi.cosrf, cos^i =s sind 
cosfii ^ cos^ 



parlant lange = ^^, tangd = yco»«i?, + co««Q' 
ou bien, par Substitution: 

(IV.) tange=jg:^: «ang? = ^:pj;ji^qpBr^. 

Substituant encore dans celles-d les valeurs de A, M, L^ oo obtient en fonction 
des donn^es immediates de la queslion : 

{A jN (co»/gco8i?— co8«slni?)il » B 

tang £ = - ;b . cotg,; ; tang ö = <7-cos^.siiiQ.)/(B*+^cotg*i}) 

si Ton rcmarque enfin que d*apres la theorie des inoments on doit avoir: 

fif = N . cos C|+ Jkfcos 2?|+ L . cos^i , 

et qu on substitue les valeurs fournics par les ^quations (iU) » on a : 

JV* Jf* L* 

(VI.) f^'^KTÄ-^K^B^K:^' tXdi^i.K.di^. 

Les formules (I, III « VI) resolvent compl^tement la question« et dans Ic 
cas m^me oü il y aurait plusieurs foi ces ; car alors on n aura qu a faire des seconds 
membres de (I) des sommes de.moments. Les formules (IV) pourront au besoiu 
^tre Substitutes aux ^quations (III) ; les formules (V) ne pourront servir que dans 
rhypothese d'une force unique. Dans celie de plusieurs forces, il faut entendre 
par N^ Mf L des sommes de moments autour des axes principaux. Si le point 
fixe du solide est ailleurs quau centre d'inertie, il faudra entendre par A^ B, C 
les moments d*inertie relatifs aux axes permanents en ce point, qui seront alors 
choisis ä leur tour comme axes coordonne's rectangles. Nous pouvons donc con- 
siderer la quesfion generale comme compictement resolue par ce qui precede: 
il ne reste plus qu'a signaler les principales conscquences qui resultent de cette 
Solution. 

Rdmarque /. Les valeurs de £ et (f montrent que la direction de laxe 
autour duquel le solide se trouve e'branle', est independante de Tintensite de la 
force et de la dislance au point fixe ä laquelle eile coupe Tun des trois plans d*i- 
nertie prindpaux : mais quelle depend de la forme mecanique du corps, de la 
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direction de la force et de la direction de la droite AI, rapportifes aus trois aies 
principaux. Ainsi Taxe d'^ranlement restera le m^e » si 1 on d^place la force 
parallelement h elle^m^me dans an plan mene suivant la ligne AI. 

BJmarque II. On Toit par la seconde fonnule (VI) et par la deuxi^me 
^quation (V) que la trcfpidation angulaire du solide autour de Taxe instantane« 
est proportionnelle ä la force et ^ la distance / de Forigine ao point ou eile coupe 
le plan principal; de sorte qu'en d^plagant la force patallelement ^ elle-m^me 
dans le plan inen^ suivant AI, on obtient des rotations d^mentaires proporUon* 
pelles aux distances lA. 

J^imarque HL Le nombre abstrait K^ qui entre dans la valeur de la 
rotation J4 de la m^me maniAre que Facceleration angulaire, pour le cas Jun 
simple point mat^riel, est ce quon pourrait nommer en cons^quence Vaccileror 
tion angulaire du solide, correspondante 4 une force donn^e, ou k plusieurs. On 
en obtient la valeur, en chercbant le moment de la force autour de cbaque axe 
principal, divisant le carr^ de ce moment par le moment d'inertie du solide re- 
latif ä cet axe, faisant la m^me Operation par rapport 4 cbaque axe principal, et 
enfin en extrayant la racine carr^e de la sommc des carr^s des trois r^sultats 
ainsi obtenus. 

Rdmarque IV. On demande quelle doit dtre la direction d*une force P 
connue de grandeur, et appliquee en un point donne A du plan principal ylx, 
pour que laxe d'^branlement correspondant soit situe dans un plan perpendicu- 
laire ä la direction de la force? On doit donc poser IVquation de condition sui- 
Yante: 

cos a . cos Ci + cos j8 . cos JS^ + cosy • cos^^ ss 0, 

partanl^cosa+ ^cospH-^. cosyss 0« 

Si Ion substilue dans celle-ci les valeurs de N, M, L, donn^es par les formules (I), 
et que Ton fasse cosa = cos£'. cosd, cos^ = cosd'. sin^', cosy = sind^, on 
obtiendra: 

PI . cosrf' . siu <J^. I (^— [iycos e'sin 17 + yß-^ -^ cos rj . sin e'j = ; 

ou, en rejetant d'abord le facteur PI cos 8' sin6^ dont legalite k zero peut toutes 
fois donner aussi des soIutions« on trouve: 

tang£' = tangi?.^^(^_Q. 

Ainsi il suffira generalement de tracer sur le plan dinerXieylx, et au point A9 
CreUe'f Joanul f. d. M. Bd. XLIU. Heft 2. 23 
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qu'oD considere, nne droite faisant avec Taxe Ix un angle E' d^tennin^ par cetfe 
deroiere ^galitc^, et de choisir la force demandee dune mani^re arbitraire dans le 
plan mencf suivant cette droite, nonnalement au plan yljp. Du reste, le point A 
lui-m^e reste arbitraire, quoiqu on lait d'abord consid^r^ comme donne; seu- 
lement, ce point ^tant donne", Tangle V en resulle; et ^ ^tant donn^, le point A 
devra se trouver partout oü 1 on voudra sur la droite qui part de / et qui fait cet 
angle 17 avec Taxe Ix. 

Rimarque V. Si la ligne tl action de la force rencontre laxe /x, cest- 
ä-dire Tun quelconque des trois axes d*inertie qu on pourra toujours prendre pour 
celui des or, on obtient: 

lange s? QD , tang(f =5 Bco%ß : Ccosy. 

L^axe de rotation lo se trouvera donc dans le plan des deux autres axes prindpaux 
et y occupera une position dependante des quantit^s B^ C^ ßt y. 

Rdmarque VI Si la force est perpendiculaire ä Tun des trois plans d'i- 
nertie, ä celui ylx par exemple, on a cosa = 0, cos^ = 0, cQ%y = 1> 

lange = — ]g«cot]7, lang^ = 0; et d^s lors Faxe de la rotation sera situtf 

dans le m^nie plan d*inertie. 

Rimarque VII Si la force est dingte dans Tun des Irois plans d*iner- 
lie, dans celui xy par exemple, on a cos^y = 0, et langd s= od ; et Taxe d'tfbran* 
lernen! coincidera avec la perpendiculaire 4 ce plan. 

Rimarque VIII. Quelle doit ^tre la forme et la Constitution d un solide 
tfbranle par une force unique, pour que Taxe correspondant soit perpendiculaire 
i2U plan principal de la force ^ relatif au point fixe donne'? Ou sait que le tno- 
ment principal de la force est 1/(3^+^*+ U)^ et que laxe prindpal a sur les 
trois axes coordonn^s des inclinaisons dont les cosinus sont: 

H M L 

y(iv+ )' v( y Vi ) 

On doit donc faire, d^apr^s les conditions de la question : 

^galites qui donnent A =^ B = C, 

Mais il convient de remarquer que la superposition des axes a Heu, si Ton 
pose seulement les deux egalit^s 

N:KA = IV:y{IV^+M^+U) , M: KB ^ M:y(IV^ + AP+ U); 

et la troisierae L : KC = L :y{IV^ + ßP+ V) qui est une conscquence des deux 
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premidres, pourra ^tre remplacee par l'hypoth^se de LsO, et sans qu'il soit oeces- 
saire de prendre C =s ^ = jS. Ainsi la question est toujours possible^ et les con- 
ditions prescrites ont toujours lieu pour les solides de premi^re espece, qui ont 
toujours leurs trois nioments dmertie prindpaux, egaux entre eux. Mais pour les 
solides de seconde espece qui n ont que deux moments egaux entr'eux, la questioo 
est seulement possible quaod la force appliqu^e au solide a un rooment de rota» 
tion nul autour de faxe du moment d'inertie' principal inegal. Enongons ces con« 
s^quences d'une maniere plus formelle: 

Tout Systeme matSriel rigide de premüre esphce^ tel que h cube et 
la Sphäre honwgine^ se iroufeni toujours dbranlä par desforces Quelcork' 
que autour de leur axe principal^ c^est-'ä^dire autour dun axe au point 
ßxe. perpendiculaire au plan principal de ces forcesi pour quun solide 
de seconde esphce^ poun?u dun point fixe ^ soit ihrardipar une ou plu^ 
sieurs forcesp autour de Faxe principal de Celles -ci, ä est ndcdssaire et 
süffisant que cesjorces aient un moment de rotation nul autour de taxe 
du solide ä moment dinertie inegal. 

Gelte demi^re condition sera remplie par exemplei lorsque la force appli- 
qu^e a sa ligned^action est situ^e dans Tun des deux plans d'inertie qui renfernient 
Taxe du moment in^gaL Ainsi, pour les solides de revolution, il suflira que la 
force agisse dans un plan central renfermant Taxe de figure. Cette seconde pro- 
pri^t^ s'accorde parfaitement avec une propricte d^ja reconnue plus haut; car un 
plan quelconque, conduit suivant Faxe de la figure, est toujours un plan d^inertie 
dans les solides de ce genre , cen$6s homogenes. 

lUmarque IX. Comment faut*il appliquer une ou plusieurs forces ^ 
un Corps rigide, fixe par son centre dmertie ou par tout autre point, pour qu*il 
soit ^branl6 autour dun axe d'inertie, ou d'un axe permanent de rotation? Pour 
fixer les idees, supposons que Taxe d ebranlement doive coi'ndder avec faxe d*i- 
nertie It. On doit donc avoir 

cos Ci = 0, cos J5, = 0, partant iV = , ilf = 

d'apris les egalites (III); ce qui signifie que Tenergie de la force autour des 
deux autres axes dmertie doit ^tre nulle« Ces conditions donnent pour le cas 
d'ude force unique : 

/ . eosy • sin^ = , / . cosy . cos^ = 0. 

Et corome il est impossible d'avoir ä la fois cos^ = et sin^ = 0« elles ne sont 
satisfaites en geneVal que par Thypothese de y = 90^ Ainsi la force doit croiser 

23* 
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k angle droit laxe Iz. Mais doä-eüe Are säuSe dans les plan dinertie mSme 
ylx? ou bieih suffii^ü quelle ay^se dans un plan parallele ä celui-lä? 

Dans le premier cas la longueur / = lA reste arbitraire , ce qui est facile 
k expHquer par les moments; et la condition /.cos<y = est satisfaite par y:=9V. 
Dans le second cas la longueur / devient infinie, et la condition Lcosy s=:0 nt 
saurait ^tre remplie. Ainsi la force doit agir dans le plan d'inertie m^me, qui 
est normal kt Taxe autour duquel T^branlement doit se faire. On est amene i 
la m^me conclusion en remplagant N tX M par leurs expressions plus usil^es 
P(zco$ß — ycosy) = , P(xcosy — zcosa) ^ 0, 

Au premier abord il semble en r^sulter des valeurs d^termin^es pour a, ß, y 
et diffeVentes de celles deys=i 90^; car le point d application (x^y, z) de la force 
est bien connu, et parait mdme devoir ^tre consideW comme donn^.: mais des trois 
quantit^s x, ^, £ il y en a toujours une qu'on peut prendre li volont^^ puisque 
dans le cas d un Systeme rigide, le point d application d une force peut ^tre trans* 
port^ en tel point qu on veut de sa ligne d action. Or quelle que soit la direction 
de cette ligne, eile devra rencontrer Tun au rooins des trois plans d'inertie. Sup- 
posons que ce soit celui des zx^ ti transportons en ce point de rencontre le point 
d action de la force; on aura donc ^ = 0, 

£cos^:=0 9 xcosy — zcosa=0* 
La Solution z = t j? = doit ^tre rejetee, puisqu'elle placerait le point dap* 
plication au centre ou au point fixe meme , et qu ainsi tont mouvement serait im* 
possible« Mais ces m^mes ^quations sont satisfaites par z s^O, 7 = 90®; ce qui 
reproduit la Solution de'j^ reconnue plus haut. 

On pourra faire encore: cos^ == , cos^ = , et z = ^ ce qui 
ne donne qu une Solution particuliere, dej^ comprise dans lautre. 

Quant au cas d une pluralite de forces, propres ä satisfaire ä la condition 
prescrite, il suffit de les soumettre aux equations de conditions 

2 . PI , cosy . sin^ = , ^ .PI. cosy.cosv = 0, 
qui pourront ^tre remplies d'une infinit^ de mani^res. La question ne serait pas 
plus difficile^ si l'on exigeait que Taxe de rotation initial eut une direction quel- 
conque determinee. 

Rdmarque X. Reprenons la seconde formule(VI), savoir d^=^\IK.dt\ 
mais en denotant par J\f'^dm le moment dinertie du solide, relatif a Taxe instan- 

tane' /O; nous avons d'apre's les ;$. 2 et3): d4 = i.di^X TlT"- C^*'^ double* 
valeur de d£, donne la condition 
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K.y. q^dm s=i fjf z=L lVcosCi + Mco$Bi+ Lco$Ai. 
Mais eu ^gard aux ^galit^s (II), onaiJV— "äf^^i ^ = "d?" -^^ ^ ~ "di*" • ^ • 
De plus, en reinarqaant que -r^ = Kcos Ci , -^ = etc. •.•••, on obtient : 

N=K.A.co$Q , M=iS:.jB.cosjB| , I = iT.Ccos^,: 
ce qui donne par la Substitution de ces yaleurs de N, M, L\ 

J^ff^dm = ^.cos' Ci + B. cos' JBi + C. cof?Ai\ 
et ce n est 14 qu^un r^sultat bien counu dans la transformation des moments d'i- 
nertie g^om^triques de corps inat^riels« 

Rdmarque XL Avant que d aller plus loin, nous devons präsenter quel- 
ques observations importantes, sans lesquelles nous pourrions parattre commettre 
un cerde vicieux, quant ä quelques unes de propnVtcfs qui restent ä ^tablir. Dans 
ce qui prcfc^de, nous n'avons admis que les quelques notions fondamentales de 
la sdence de lequilibre et du mouveinent, savoir 1) LVgalit^ ä zivo de la 
somme des moments de plusieurs Forces qui se fönt ^quilibre sur un corps rigide, 
pourvu d*un axe fixe. 2) Le th^or^me de Pimmortel Euler sur le d^placement 
infiniment petit dun corps solide, pourvu d'un point fixe. 3) Le principe de 
requilibre entre 1 action et les reactions d^inertie, qui est une g^n^ralisation du 
principe dynamique de Neopton, et dont nous avons pris Tid^e dans les ouvrages 
profonds de Mr. Poncilet sur la mecanique appliqu^e. Or le principe (1) que 
Ton pourrait nommer le principe g^n^ral du treuil, resulte aisement de Fantique 
principe du levier et de la composition des forces. Le principe (2) d' Euler est 
une propriet^ purement geometrique, dont ont connait diverses demonstrations. 
Le principe (3) peut etre rendu Evident par quelques consid^rations analogues a 
Celles qu'on emploie pour deraontrer la m^thode de D*Alembert qui lui est ana- 
logue, mais qui est loin d'^tre aussi directe. Apres cela, faisons observer que la 
th^orie des axes principaux des solides se deduit de transformations analytiques, 
et de la notion du principe du treuil et de la force centrifuge; et il devient 
clair que nous n'avons admis que les notions fondamentales de la statique et de la 
dynamique, et sans admettre d avance aucune des consequences, que nous allons 
iftablir ou qui rdsultent du moins de ce qui pr^cide. 

Trouper les condiiions nicessaires pour que des forces donnäes, appliqudes 
ä un corps pourvu dun point fixe. puisserU Stre remplacies par une force 
unique^ igale ä leur rhultante de transport. 



178 '• Stekhm^ mr la ratatim des earja toUdei. 

Solution. W faut donc que cette resultante^ convenablement appliqu^e^ 
^branle le corps autour du m^me axe, et avec la m^me energie de rotation que 
la pluralite des Forces donn^es. Nommant d apres cela (a, b) son point de ren« 
contre avec le plan d 'inertie; (x/jr), A*, M\ V ses moments autour des axes 
/x, ly^ Iz\ Xt Vf ZUs projections des Forces partielles sur ces axes^ et posaut 
poür abr^ger: 

^K^'^'W^'c^) — ^^ 

OD trouvera, eu ifgard aux conditions enonc^es: 

(1.) A?=aiS:, N'=^N. M'^M, V = L. 
La premiere de ces egalit^s provient de ce que la rotariou de la Force uoi- 
que doit £tre ^gale ä celle des Forces partielles proposees; les trois autres resul- 
tent de ce que Taxe d'^branlement doit ^tre le m^me daus Tun et dans lautre cas; 
ce qui donoe N*\AK^siN\AK etc. On voit aussi de quelle Fagon les quan- 
tites j4,BtCf disparaissent ici« De plus, comme on exige aussi que la r^sultanto 
eFFective R^ toit ifgale d^intensit^ & la r^sultante de transport R des Forces don- 
n^es, on aura, en nommant X\ TP» Z' les projections orthogonales de K: 

(2). Ä' = Ä, X'^X. r=T, Z' = Z. 
Mais dans les rfquations (1) j ai A^' = - Ä Z', iJf' =ä + aZ\ V^hX'-a r ; 
ce qui les ram^ne 2i celles-d: 

-ÄZ^ = A^, aZf^M^ bX'-aT=^L. 
Tirant des deux premi^res les valenrs de (a» b) et le substituant dans la demi^re, 
on obtiendra, eu ^gard aux egalit^s (2), la Fameuse ^quation de condition bien 
connue, et donc la signification est aujourdliui bien connue aussi. Mais si Ton 
se contente de rechercher seulement la r^sultante dynamique^ cest-ä-dire la 
Force unique capable simplement de TeFfet de mouvement m£me des Forces pro- 
posees» la repoose k la question sera difFerente; il Faut toujours que Ton ait: 
(r.) IC^K. N'^N, M^M. V = L, 

N\ M\ V exprimant les moments de la Force unique cherchee, autour des axes 
coordonne's. Soit or cette Force, et (a^ b) son point de rencontre avec le plan 
(a?y), on aura: 

(2.) A^'ä — w.cosp.Ä ; iV/'=s +7r.cosi;.fl:L' = 7r(ÄcosX/ — öcos^), 

%^ fi^ V denotant les trois angles qui fixent la direction de 9r, par rapport aux 
axes. Substituant dans la troisi^me les valeurs de a, b deduites des premi^res, 
puis supprimant les accents sur les lettres N\ M\ L\ ce qui est permis d apres 
Celles (r), on trouve: 
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(3'.) Lco$v + Mco$ fX + ^cos X; = 0, 

M N 



ncosv ' ncosp 

Or Dous avons toujours dnq inconnues, savoir les uug\e$0^fii,p) qui ne coinptent 
que pour deux, la grandeur de ^, et les deuz coordonn^es (o, b)\ mais il d j a 
que Irois ^quatioos de condition auxquelles elles doiveDt satisfaire: on peut donc 
pour le cas d un solide pourvu d ud point fiie, trouver d une infinit^ de mani^res 
diflerentes une force unique r^sultante dynamique des forces propostfes. Mais 
en vertu de la condition (3') et d apr^s ce qui est d^montr^ dans notre memoire 
sur le centre de forces, cette r^sultante doit k chaque fois se trouver dans le plan 
principal des forces, relatif au point fixe donnd 

Rimarque XII. Trouver les conditions n^cessaires pour que laxe io- 
stantane' de rotation du solide coincide avec la direction de la r^sultante de trans- 
port des forces propos^es? Nommons JR cette r^ultante de transport; w^y^z 
ses projections sur les axes: on aura, eu ^gard auz equations (III): 

X.R-N.AK ; Y.R^M.BK . Z.R^LtCK. 

L'une quelconque de Celles -ci est d^ailleurs une cons^quence analytique 
des deux autres; ce qui est Evident aussi par Tintuition g^om^trique. En les 
combinant deux- ä- deux on peut les reduire h Celles »ci: 

j4.i^.X=B.lV.Y , A.L.X^C.N.Z. 

On voit que la condition prescrite peut dtre remplie d*une infinit^ de'mani^ 
res, par le moyen de forces donn^es de grandeurs et de dircctions, dont on deter- 
minera la position ou les points d application cxt^rieurs, d*apr^s les deux Equations 
de condition precedehtes« Pour mieux faire saisir cette solutioot noinmonsa,/?,^/ 
les angles de chaque force P avec les axes« on aura : 

Jfss^.Pcosa, Yss, :SP cb$ß , Z^JS.P cosy. 
A =— J^.P./cosysiniy, ifef ss^P/cosycosiy, L=: Jg',jP/(cosasiniy— cos^cos^). 
On obtient ainsi entre les donnees immediates de la question les conditions gene- 
rales 

j1.JS.Plcosycot^.2Pcosa+B.2Pico%y$\nfi\JS>Pco$ß:=^ 0, 
A.2Pl(co$a.s\n7j'-'Cosßco$fD2.Pco$a+C2Plco$y sinjy.-SPcosy = . 
Connoissant donc les intensites et les directions des forces, et leurs points de ren- 
contre, a Texception dun seul^ avec le plan YIX, on pourra calculer les coor* 
donnees (rfj t) de ce dernier point de rencontre par les deux equations de con- 
dition pr^c^dentes; et des lors tout sera connu dapr^s la condition pr^sciite. 
Pour le cas d*une scule force les Equations deviennent: 
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j4co5fico$a + Bcosß .sinri = 
u4(co$ a sin ti — cos^ cos fj)+ €• cos'y sin 17 = ; 
partant impossibles, puisque dans la supposition contraire elles donneraient pour 
une ni^rae quantit^i; deux valears diffi^rentes k la fois, ce qui est absurde. U 
est d'ailleurs asse^ manifeste par soi* m^me quune force unique ne saurait ^bran- 
ler un solide autour d un axe parallele ä sa direction. 

R4marque XIIlp D^terroiner un syst^me de forces dont la r^sultante 
de transport parallele soit situ^e dans un plan normal k laxe d*ebranlement instan- 
tan^. On fera daiis la valeur g^n^rale: 

la quantitd cos {R^IO) = 0« ce qui donne 

B.C.N.X+A.C.M.IC+A.B.L.Z^Q. 

S\\ e'tait question d*un solide de premiere espece. on serait ramen^ imm^» 
diatement par cette ^quation ä une conclusion de'jii connue. Si toutes les forces 
agissent dans un mdme plan d'inertie, dans celui yloc par exemple, IVquation 
obtenue est satisfaite identiquement ; car alors Z^sO, iVs=0, ilf=0: donc 
le solide s'ebranjera autour de Taxe normal k ce plan. 

Si toutes les forces sollicitantes sont situ^es dans un ro^me plan, normal 
au plan xy^ et passant par le point I, la somme de leurs tnoments k tourner le 
solide autour de /e, sera ^videmment nulle. Cest ce qu 00 peut aussi verifier ana- 
lytiquement En effet^ toutes les projections des forces sur (x//) coincideront 
ensemble; elles feront par consequent toutes fangles ti avec faxe Ix. Mais on a 
cosa = cos^ . siny , cos^ == sin n%my\ partant le moment de chaque force au- 
tour de Iz devient 

jP./.(cosa.sin?7 — cosß co$v) = ^./(cos'y.siny.sin^ — sin ^. sin 7;. cos??) = 0, 
ce qui donne aussi identiquement L = 2«P./.(cosa.sin9 — cos^cos??) =s 0. 
D apr^s cela IVquation g^p^rale devient 
B.JV.X+AMY=0: ou bleu (A^B)smV.cosfJ.(2.Pl.co^y){2.p.smy)=:0. 

Pour une forme de corps quelconque qui aurait A > ou < B, cette der- 
ni^re pourra encore dtre rempjie de trois mani^res differeDtes: savoir par 
-5'/>siny = 0, -^JP/cos^ = 0, sin^cos^ = 0, respectivement, LVgalit^ |i zero 
du facteur sinvcos?, ramene li ce qu^on connait dcja: celle '^/'/.cosy = ne 
saurait ^re ^dmise pour une disposition g^neVale des forces dans le plan dont il 
Mgit» puisquelle expnrae la somme de leurs moments autour d'un axe perpendi- 
culaire a ce plan, et partant situe dans le plan dmertiejr/x. II ne reste donc 
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que IVgaKt^ ^.P.sinytsi qui noviß niontre que si la somme des projections 
de plusieurs forces situ^es dans um plan du point fixe, perpeiidiculaire h un plan 
principal, est nulle sur ce dernij^r plan, ces Forces ^branleront le solide autour 
d un axe normal h Icur rtfsultante* Enfin, fegalite ä zero du facieur {A—B) nous 
ram^ne ä une proprii^ttf des solides de seconde esp^c; dej4 tftudiee plus haut 
(voir R^marque YIII). 

lUmarque XIV* Sans oous arr^ler 2i signaler des consequences de no- 
tre Solution, dijii bien connucs dans la science ^l^mentaire, nous examinerons le 
cas de leffet dynamique instantan^ dun systime de deux forces paralleles, egales» 
mais contrairesy et qui ne sont pas diam^tralement opposees. On demande de 
d^terminer Taxe d'c^branlement du corps^ correspondant ä un tel Systeme de 
forces? 

Soient (a, Ä)^ (ja\ b") les points de rencontre des deux forces proposees 
avec le plan d'inertie {xlg)i a, ß^y les angles de la direction de lune d elles avec 
les axes coordonnffs: on aura pour les moments autour des trois axes: 

N= — P{b — b") cosy ; M =s P(a — a')co%y% 
Ls=P.(b— ^Ocosa — P(a — ttO CO«/?- 
partant, en yertu des formules (III): 

^ Pcosy^-_4) „ Pcosyfa^g^ 

. Pcbsg(ft — y)— Pcoy/?(fl-cO 
cos^t_ iCj.C ' 

valeurs dans lesquelles on a fait pour abr^ger: 

«• -^- V[((^"y) + (^)*co.V+ i^ ».a - '-^ co.fi)'} 

Pour que les deux forces du Systeme tendent ä tourner et tournent en 
effet le solide autour dVin axe instantan^, perpendiculaire ä leur plan partout ä 
leur commune direction , il faut que la valeur generale de l'angle compris entre 
Faxe et la direction {a/iy) soit droit^ ce qui donnera: 

cos a cos Ci + cos^cos ßi + co$y . cos u4i ^= 0. 
Cette condition devient par Substitution ; 

kt^ — "*" — KfrE — +^^*y- — — ^TK^ = «• 

et revient h celle-ci: 

I (Ä — b') cosa . (^~2f) + (ö — of) cosyS . V^~ "C/J * ^^^^ ^^ ®' 
Crella's Jpimal f. d. M. Bd. XLUL Rafl X 24 
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Or on na pas generalement cos^ = , ni ^ = JB = C; et requation de 
condition obtenue nW parconsequent pas identique en g^n^ral^ et fournit pour^S 
autant de valeurs difförentes que Poo voudra attnbuer de valeurs diff^rente a a; 
mais eile devient identique: 1) pour y = 90*— 2); pour a = 90*, ß = 90*. Ainsi 
deux forces paralleles, egales et contraires, touroeront bien le solide autour d*un 
axe perpendiculaire dans de certains cas particuliers» faciles ä ^noncer; mais en 
general la rotation se fera autour dHin axe oblique ä leur plan. Ainsi ce que 
Ton nomme Taxe d^un couple (la perpendiculaire au plan des forces) est loin 
d^^tre generalement Taxe eflectif de la tendence k la rotation. 

Cet axe de couple n^est donc qu^une ligne ideale qui peut entrainer, les 
commen^ants surtout; aux id^es les plus fausses sur Peffet dynamique instantane 
des forces« On nous objectera vainement que dans la throne des moments^ on 
con^oit pareillement et souvent un axe id6al; cas alors qu^on en vient k cette theo- 
rie, on a dejä de bonnes ide'es sur la science ^Mmentaire; et daiUeurs, en conce- 
vant les momenta et leur th^orie de la roani^re indiqu^e sommairenient dans no- 
tre premier memoire, on evite enti^renient le grave inconv^nient, particuliire- 
ment inhärent 4 ce qu\>n nomme parfois de nos jours la throne des couples^ 
quoique ce ne soit, selon nous, ni une tbeorie, ni un principe aouyeau ; c est sim* 
plement un moyen de recherche ingenieux pour le cas oü il faut raisonner sur 
des forces appliqu^es ä un corps rigide, et oü alors la notion des moments peut 
aussi toujours ^tre employee avec succ^s et simplicit^. D^ailleurs nous ignorons 
si la question dont nous venous de donner la Solution, concernant la direction 
de Paxe de rotation d*un couple, applique a un solide pounru d^un point fixe» a 
ete dejä resolue. Quoiqu^il en soit, eile constitue la premiere base de ce qu^il 
conviendrait de nommer la th^arie dynamique des couples; et plus loin on en 
examinera les efTets sur un corps solide parfaitement libre; ce qui ne constitue 
qu'un cas tout special de la question geneVale du ($• 9)^ relative au roouvement 
naissant d^un corps libre. Quant aux propn^tcfs statiques des couples, elles ne 
sont que des consequences des pnncipes fondamentaux de la science, et Tid^e 
premiere quVveille la de'finition du couple nous parait*trop Tague, trop dynami- 
que que pour pouvoir ^tre prise h son tour comme base^ comme point de d^part 
de ces notions elles- m^mes. Celles -ci aussi ont, il est vrai, leur cdt^ metaphy- 
sique; mais elles sont plus simples, plus directes, plus saisissantes. Eh quoi, on 
va jusqu^ä vouloir deguiser Pantique prindpe du levier sous une forme embaras- 
sante dont il faut de nouveau le depouiller quand une fois il s'agit d en venir aux 
applications si fr^quenles et si immediales, dont il est susceptible. — 
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$. 5. 

Quand un corps solide est en equilibre sous Faction de plusieurs forces 
par le moyen Jun point fixe, ce point soufTre une pressioa egale en grandeur et 
eo direction h la r^sultante de transport de ces forces. En elTet, N, M, L etant 
les sommes des rooments des forces autour des axes la:, ly, Iz du point fixe» nous 
aorons d'apres les conditions dVquilibre connues, n^cessaires et süffisantes: 

IV=0 , M=0 , L=:0. 

Mais en d^signant par N', M\ V les moments de la force uniqae ic^ capable du 
m^me efTet de niouvement sur le solide, on ä ^videmment« et aussi par les equa- 
tious (!') de la remarque XI: iV' = N, M' = W , L' = Z, parlant 
A* = 0, AP = 0, V — 0. Les equations (2') donnent donc: 

— 7rcosP.6 = , TTcos^'.a = , d oü a = , 6 = 0. 

Ainsi la force unique or, capable du m^nie effet de mouvement, ou la rcsultante 
dynamique des forces proposees, doit passer par lorigine ou par le point fixe du 
Corps; ce qui e'tail d ailleurs evident d'avance: mais de ce que iK=0. M=0, JL=0, 
l'equation de condition dune resultante effective est satisfaite identiquement; de 
Sorte que les forces equilibrantes ont une resultante effective; et celle-ci doit 
passer par le point fixe; car dans la supposition contraire eile aurait une certaine 
Energie 2i faire turbiner le corps autour du point fixe; contrairement ä Thypotb^se 
de requilibrc. Donc le point fixe eprouve une pression e'gale a la resultante de 
transport ou 4 la resultante effective; ce qui ici revient au m^me par d^inonstra- 
tion. Ainsi, quand des forces se fönt equilibre sur un corps solide par le moyen 
d'un point fixe, la pression soufferte est la m^mc que si les forces se transmettaient 
parallelement 4 elles-mdmes en ce point On nommera cet enonce, pour abreger, 
le principe de la transmission des forces iquühriantes. Ce-ci ^tant admis, 
proposons nous dVvaluer la pression soufferte par le centre dS'nertie fixe d un 
corps rigide qui se trouve soumis li Tactivit^ simultanere de diverses forces, et 
s'ebranle par suite de leur action, d'une rotation instantanee, infiniment petite 
du second ou du premier ordre? Soient (fig. 3) 10 faxe d*ebranlement ; A la 
Position d*un eliment quelconque dm du solide; At une tangente en^au cerde 
que dm tend ä döcrire autour de 70; AB le rayon de ce cercle; jBD une droite 
parallele a At. Les trois droites 70, BA^ BD sont donc deux-li-deux normales 
entr elles, et forment comme trois axes coordonn6s rectangulaires. Posons, comme 
plus haut: 
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OiX—Ci , Oiy=zBi , Oiz^A^, etcnsuitc: 

Si Ton nomme encoreo?/^, z les coordonn^es du point^ ä llnstant de la secousse 
ou de la pression; x\ y\ z' Celles du pied B de la perpendiculaire AB = ai. 
on aura: 

La r^action dlnertie de F^ement dm en A sera 

"^^f". A; • dm 

et dirigee suivant la tangenfe At^ si la rotation est cens^e tendre de A vers 
C, ou de droife ä gauche pour ua observateur fictif, qui aurait l'oeil en (0) et qui 
regarderait de (0) vers I, la partie du solide superieure ä Paxe 10. Si Ton con- 
sid^re ensuite que la ligne ^t est i la fois normale aux droites AB^ AI, on 
trouvera i laide d^une transformation qu au besoin on fera connaitre plus loin : 

co3{tA, x) ou C08 Ca' == coijBico8(-B-^, z) — oogAiCOB{BA,y) 
coB(tA,y) ou qobBi ä oos^iOos(jB^,a;)— cosCioosCJ?^, z)^ 

A A A 

cos(<^f z) ou ooa ^/ SS <x>8 Ctcos(J3^, y) — am B^cob(BA, aO; 
d^ou: cosCi' = cosÄi . (^) - cos ^i (^) 

cos£/ = cos^i • \ X / — ^^ C|^ j^ J 
wsAi = cos Ci . \ X ) -- cos Bi y^'Y/ 

Ainsl la force d*ioertie langentielle de Fel^ment en A aura parall^ement aux 
trois axes d'inertie les trois composantes: 

-jjr.X^dm. cosC/ a= -^(fiOBBizdm'-'CosBiz'dm + coBAiy'dm—eoBAydm) 

-^•X.dm.ooBBi SS •jprifiOBAixdm'^eoBAias'dm + QosCiz'dm — eoBCzdm) 

-j^.X. dm . eozAi = -^(fiOBCiydm-^eoBQy'dm + oosBiT^fdm—coBBxdm). 

(La softe aa cahler prochalo.) 
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10. 

Memoire de m^caniqne, relatif an mooTement de 
rotation et an mouvement naissant des corps 

solides. 

(Par Hr. StetcAai, professenr k Täcole militaire de Bnixelles.) 
(Suite da memoire No. 9. da cahler pröc^denL) 



x our avoir les projections des reactions d'inertie totales sur les trois aies 
coordonnes, on naura qua integrer les valeurs prec^dentes dans toute IVtendue 
de la masse; et comme, par hypothese, cW le centre d'inertie qui est fixe, od a, 
par ddfinition: /xdm = 0, fydm = 0, J^zdm = 0: de sorte quil ne 
reste plus pour la projection totale sur laxe des abscisses que la valeur simplifitfe: 

■^(cosw^i 1 y'dm — cos Bi f zUlmy 

Et si Ion pose pour un moment jB/su» on a x'={/cosCi9 y^^ucosBi, z'=zucob^^ 
partantyy'Jm=co8JS|, yudm, JzUIm = cos^i, Judm: partant identiquement: 

€00^1 fy'dm — cosÄi fz*dm = ; 
et cette ^galite ä z^ro du prennier membre subsisterait par consequent encore dans 
la supposition plus generale que le solide ait un point fixe quelconque« On voit 
donc d'abord que la somme des projections des reactions d^'nertie tangentielles, 
ddes li Tebranlemeut sur Tun quelconque des axes coordonnes, ou sur Pune quel- 
conque des trois lignes d'inertie du solide, est nulle; partant que la resultante de 
transport de ces forces est nulle« toutes les fois que le corps solide« sur lequel on 
agit, est fix^ par son centre d*ineilie« Mais d*un autre cöte il doit y avoir equilibre 
entre les forces sollicitantes et les reactions d'inertie qu^elles provoquent, Donc 
toutes ces forces doivent se transmettre parallelement & elles-ro^mes sur le point 
fixe; et comme la resultante des reactions est nulle« il s'ensuit que lors de Tebran- 
leroent le centre d'inertie souffre une pression ou une percussion e'gale ä la resuU 
tante de transport des forces sollicitantes de pression ou de percussion. De iä on 
condut encore qu'un corps solide« fixe par son centre mecanique« ne saurait jamais 
£tre ebranle ni percute, sans qu il y ait en m^me temps pression ou trepidation sur 
ce point: cette pression ne saurait £tre nulle que pour un couple de forces dont 
la resultante de transport est nulle evidemment ; et encore pour le cas d*une force 
infiniment petite« appliquee au corps ^ une distance infinie; ce qui est impossible 
4 realiser dans I'etat r^el des choses. 
CreUe-t Joaraal f. d. K. Bd. XLIII. üea 8. 25 
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.[, \,i Maipti^naiit nou» ^^ines en etat aussi dVvaluer I9 pre$$ion Ju pöint fiie, 
aIor,s in.^ipe quil difföre du centre, et qujl. se.tfouve ä l'exlerieujr pu & rinteneur 
du solide propo$e^ JEn efTet, en nommant tt^^, tt^ tt^ les composantes suivant les 
coordonnes ox, oy, oz du point fiie (o), composantes des r^actions tangentielles 
d*inertie, ou aura d apres le No. pr^c^dent, /x exprimant la masse/et or» ^, z les 
coordonn^es du centre d'inertie, rapportö k ces axes: 

^, = •^. ^zi cosÄi = ^^yiCos-4i 

TT, = ■^. /xy, cos Q = -j^^XiCOsBi. 

S\ Ton tient compte de ia valeur de la rotation elementaire ii4 fournie par 
la derniere 6quation (VI) en fonction des quantites N, M, L, A, B, Q qui expri- 
ment ici les önergies de rotation des forces autour des nouveaux axes et les rooments 
d'iaertie du solide relatifs a ces axes, on pourra faire aussi en quantites toutes finies: 

!^s = (^1 cos Bi — yi cos^i) • /x K 
•n> = (oTiCOS^i — Zi cosCi) • /uK 
^, = (jiCOB Ci — X|COs£i) • fiK. 

Si Ton tient compte des relations qui lient entrelles les rotatlons composantes A 
la rotation rösultante^ on pourra faire encore: 

2d(a 2dq> 

2dq> 2 dtp 

2dip 2dta 

£n substituant dans celle-ci les valeurs des rotations elementairesch|79 du), dq^ four- 
nies par les egalitds (III. §. 4), on obtienl les 6quations non moins sym^triques: 

M L 

(ö-; \ «r = ^/aX| — ^./X2j 

N M 

AutremerU encore. On peut donner de la m^me question une Solution plus 
simple encore» et non moins rigoureuse que la premiere. Puisque d'apres le principe 
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de la compositioQ des iDouvements, la rotatioD ^lömentaire totale nutotir de 1 axeOiST 
(cet axe se nomme/O, quaod /est fixe), se compose des trois rotatioDs instantanies 
et partielles autoor desaxes coordonnös rectangles (ox^oy^ofl), lar^action taDgentielle 
totale exiA, dirigee de^ vers / (Fig* 3 et 4), doit re'sulter pour chaque rool^cule 
dm, des r^actions tangentielles qui correspondent aux rotatioos fictives {fh^^dui^dxp) 
et qui agissent dans des plans nonnaux aux axes directeurs, eo sens con- 
traires de ces mouvements partiels. Or, eu comptant Faxe r^sultant OK de (o) 
yers K, et Famenant d*abord sur celui de z positif, lobservateur» qui regarderait 
de KvtT% (6), yeirait dans Fangle (yox), je suppose, la rotatioo se faire sur oz 
de droite k gauche. Aiusi tout element inerte» ^branlcf, et situe^ dans Fangle (yoüc), 

r^agit avec une e^nergie tangentielle düe k J99 ^gale k -^.OAuim, et di- 
ngte dans le sens de jl/de A vers/ Cet eliment donne donc lieu ä une com« 
posante qui se röduit suivant Faxe des ac i -^.OA.dm.^Qj^ = '-'''^[A^ydm 

et suivant I*axe oy i celle ss-^.acdm. 

La rotation 6I^nientaire doi) autour de I'axe C|y engendre les Forces partielles 
+-T3r •^dm parallelement ä ox, 

'^-y^ .xdm parallelement ^ oz. 
De mdme, la rotation autour de oo: donne les composantes 

'^•-j^.zdm parallelement i oy, 

+ 'jA^ydm parallelement ä oz. 

Ainsi la projeqtion orthogonale de la Force 6l6mentaire totale, sur les trois axes 
coordonn^s a les valeurs: 

"lA'^^^^^^'^'liA'^y^^ parallelement si oor, 

2dq> . 2dilf , 

'^.xdm — '^.zdm ojr, 

2dtff , 2d(a . 
'j^.ydm-^'j^.xdm • qz. 

Or il est maniFeste que pour avoir la r^ultante d^ trahsport de toutes les riactiöns 
d'inertie tangentielles, relatives aux difTftrents iliments de la masse, il faut Faire 
la somme, ou pfendre l'inlögrale de cbaque groupe de Forces^ et extraire la racine 
carr6e de la somme des carrös des trois integrales döfinies^ arnsi forttti^i.' 

25* 
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Divisant ensuite cbaque intögrale partielle par cette radne carrie, on obtiendra 
les Cosinus des angles coinpris entre la direction de la risultante de transport et 
entre les trois axes coordonn^s. Ces sommes ou integrales partielles sont precise- 
ment les valeurs trouvees par la preroiere m^thode pour les quantit^s ic,^ ir^ ^r^ 
Si en outre H exprime la r^sultante de transport des reactions, et Xi, ^ v les angles 
de sa direction avec les axes 0X9 oy^ oz^ on aura: 

-■// « . 9 . 9\ ^ ^T Ar ^M 

lü = }/(7r/ + 7t^ +7r/) , C08^ = -^ , cos/i = ^ , C08P = ^; 

et les quantites tCj^^ tt^, nt, sont connues par les equations (E). 

Nous ne devons pas omettre de faire observer que dans les deux derniers 
No. on a considere comme positive toute rotatioli sc faisant de droite h gaucbe : 
partant que dans les valeurs donn^es par les Equations (B)^ et ses analogues, les 
rooments N, M, L doivent dtre pris avec des signes contraires k ceux qu on leor 
attribue babituellement par suite d'une Convention diffeVente. 

lUmarque I. Est - ä possible de trouQcr un systime de forces, capaUe 
ddbrarder ou de verculer le corps autour dun point fixe excerUrique^ sans 
que celui-ci souffre dautre pression que celle däe aux forces soUicitantesF 

Pour remplir les conditions du probleme, il faut faire ä la fois 
TT = , TT^ = , 7r^ = 0; et les Equations (A) donneront: 

cos^i*^! "* cos-^i^i = , oosw^io?! — oosCiZi = , cosCiyi — cosSi^i = Oi 
r<fsultats dont Fun quelconque est une consequence identique des deux autres. 
De plus, en attribuant pour un instant ä x, y, z, une signification d^ind^terroinee» 
on voit quils repr^sentent les Equations de Taxe instantane de rotation, et que cel 
axe passe par le centre / du solide. Donc, pour que la question soit possible, non 
seulement pour Xi^y^Zi = 0, mais par un point fixe quelconque, les forces doi- 
vent £tre dispos^es de fa^on qu elles ^branlent le solide autour d un axe du point 
fixe, passant par le centre d*inertie. Ainsi, dans le cas oü ces deux points sont 
donnes, de rolroe que la position du solide, on detenninera un Systeme de forces 
propres a satisfaire aux conditions trouvees, lesquelles se reduisent en vertu des 
valeurs de CiBx^ii ces autres: 

C.M.Zi^si B.L.yi : ji.L.xx^^C .N.Zi. 
Celles-ci deviennent dans Tbypothese d*une seule forcejP dont les coroposantes 
rectangles seraient JT, JK, Z, et le point d^application (a, b, c): 

C.Zx{aZ^c.X)^B.yi{bX-^aY) 

A.x,(bX^a.Y) = C.z,{cY^bZ). 
G>nime Fune quelconque des trois coordonnöes reste arbitraire, on peut faire 
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c s= 0: ce qai simplifie ces conditions. De plus, comme il recte dnq indöterroi- 
oees X, Y^ Z^ a. h^ et qu'ii n y a que deux ^quations de condition^ on yoit que la 
question est susceptible d'une infinit^ de solutions« 

Rimarque IL Les valeurs de %x, it^, tt« des iquations (B) conduisetit 
ä une consiquence curieuse^ en ce qu'elles montrent que la resultante de transport 
des r^actions tangentielies ^ estim6e suivant la droite 0/qui Joint le centre et le 
poiotfixe, est nulle, et que parcons^uent eile doit £tre elle-ro^me parallele ä la 
ligne d'intersection dun plan normal k laxe OK dt rotation avec un plan normal 
A la ligne centrale OL En effet, dans le raisonnement des No. 5 et 6« les axes 
ox, oy, oZp quolque rectangles, sont resles arbitraires de direction. Rien n*em- 
ptebe donc de diriger le premier ox suivant Ol, ce qui'donnera h la fois: 

y^ = 0, Zi = 0, partant itg = 0, «r, = ^/^^i» w; ä — ß./mx^. 

Mais pour ^noncer qu ici nous adoptons un Systeme particulier d'axes coordonnc's« 
accentuons tout ce qui sy rapporte; et soient oaf\ oy\ oz* les d^signations du 
nouveau Systeme: doü 

um 

La reWiante et sa direction seront donn^es par les ^quations 



.'•K^ ■■ *^^ 






expressions dans lesquelles les quantit^s B^, O sont les moments d'inertie du corps 
par rapport ä des axes rectangles traces dans le plan y'L\ normal en (0) h la Kgne 
centrale ox^ ou Ol, tandis que M\ V sont les moments des forces a tourner le 
Corps autour de ces axes. La direction de Taxe de rotation sera donn^e par les 
formules 

cog(Ä^dxO = -j^ , WBiKöy') =5 jrg» , cob^Köz") = ^^ : 
Si les forces sont toutes dirige'es dans des plans qui se coupent suivant la ligne 
centrale, on aura A'=0: partant cos (Adz') = cos («ij'O. cos(Äo yO==— cos(wti05 
et il faudra parcons^quent que Taxe ok soit alors normal ä la direction de la re- 
sultante d'inertie, et situee avec eile dans plan le (zfoj^). 

Concevons de nouveau que le tout soit rapporte ä un Systeme Jaxes coor- 
donnes rectangles quelconques que nous pouvons faire coincider, soit avec les 
axes permanents en (o), soit avec des droites paralleles aux trois lignes d'inertie 



190 10. Stekihmh nur la rakUüm dei earpi MoUdei. 

centrales. Puisque Ton vient de reconnatfre que la r^sultante d^inertie croise k 
angle droit la droite 07» il s*ensuit qu en faisant 

Xx =: i/icoso&i f yi = i^icos^ , Zi = a^icosy , on doit avoir: 

cosacosX; + cos^.cos^ + cosy.cosp =s 0; 

oubien: ari.Äi + y^.iry + Zi.Tr, = 0: 

6quation de rotation qu'on peut deduire aussi des ^quations (B), en rooltipliaot 
la premlere par Xi^ la seconde par yi, et la troisidme par Zii 

Les moroents anti-dynamiques des r^actions doivent £tre ^gam ä la somme 
des inoments dynainiques des actions, i cause de requilibre qu'il y a entrellea» 
Donc, pour que les r^actions puissent avoir une r^suUante unique, ^g^le ä celle de 
leur transport parallele ^ il faudra avoir, comme pour les forces actives: 

IV. ^g + M.iCy + L.it, = 0. 
Or, eu ^gard ii Tavant-derniere equation de condition, on voit que la demi^re est 
satisfaite toutes les fois que les forces sont disposees de fagon h avoir des moments 
de rotation autour des axes ox^ oy, oz, respectiveroent proportionnels aux projec- 
tions de la ligne Ol sur ces m^mes axes: car cette hypoth^se fait rentrer la der- 
nidre equation dans lautre, qui est toujours satisfaite. 

Rdmarque IIL Trouver dans le cas d une force unique, appliqu^e aa 
solide, les conditions n^cessaires pour que la pression transmise au point fixe et 
due ä Faction et aux r^actions ä la fois, soit nulle. 

. Dirigeons les axes coordonne's suivant les lignes ox\ oy\ oz* (Voin r^- 
roarq. II.)« La condition du probl^me exige donc que Ion ait: 

7r,, + JP = , TT^+PrsO , 7r^ + Z' = 0, 

X\ T', 2t d^signant les projections orthogonale de la force sur ses axes. La pre- 
miefe condition devient X' = 0, en vertu de ce qui est d^ä dit, et montre que 
la force sollicitante doit ^tre dirigee dans un plan normal ä ox\ cest-ä-dire ä la 
ligne centrale. De plus, ä cause de la direction des axes coordonnifs, on a 
«/ =; , r/ = ; partant : 

tCyt = -^fiXi , TT^ = — "fffJLXii ce qui donne: 

De plus, la condition ^' ^ r^duit les valeurs des inoments L\ M\ N' a 
L' = --r.« , M'^Z'.x , N'—Y'z — Z'.y, 
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(x, y^ z) d^nofant toujours les coordoon^s du point d^application de la force 
unique propos^e. Les signes des rooments s'expliquiint par robservation pre'sen- 
ttfe ä la fin du ($• 6) m^me; et comme celte force, quelle que soit sa direction, 
doit couper, ou le plan {z\ x'), ou le plan {y^ x^^ puisqu' eile doit se trouver 
dans un plan parallele ä z^oy\ perpendiculaire ä 07, on pourra faire encore jr=0; 
alprs (x, z) seront les coordono^es de son point de rencontre avec {z!^ y') : cela 
donne: 

Substituant ces valeurs des moments dans celles de y\ Z\ en ir^, tt^, dont les 
▼aleurs m^roes sont donnees par la remarque pr^cedente, on obtient les conditions 

fXX.Xx = C , flX.Xi = jB' 

lesquelles sont seuleroent possibles dans le cas de jB' = C': ce qui suppose que 
Tod puisse trouver dans le plan z'oy\ normal iO/en(o), deux axes rectangulaires 
oz'^ojr'par rapport auxquels les moments Jinertie du solide soient ^gaux entr'eux. 
Nous examinerons plus bas la possibilite de cette condition. En ladmettant id» on 
a la direction de I axe d e'branlement par les ^quations 

_ ^'^ _ ^ — ^'* 

Si Ton multiplie ces ^quations, la premiere p^i*-^, (R ^tant la force totale), 

la seconde par ^» la troisi^e par-^, quVnsuite on les ajoute merobre-ih 
membre, ou obtient, eu ^gard ä T^galit^ JT^ r=r 0, F^quation suirante: 

€OBKÖJ)coBiR6l) + cos(JSr^yOcos(Ä^yO + coB{Koz')co%iRdzO = 0, 

qui d^montre que Taxe d*el)ranleroent et la direction de la force R se croisent k 
angle droit dans fespace; et cette circonstance s^accorde parfaitement avec ce que 
Ion a dejä vu sur la direction de la resultante de transport des r^actions tan* 
gentielles. 

Si la ligne d*action de la force R vient couper la ligne centrale Ol en un 

point I\ on B zssO, oobKOI=s 0; et Taxe dVbranlement se trouvera dans le 
plan {zfoy'), dans une position perpendiculaire h la projection de la force R 
sur ce plan. De plus, la distance x du plan de R au plan parallele (z'oy^, est 
donn^e par Tequation obtenue plus baut : 
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_ C ^ B 

Rimarqut IV. Concevons par le centre d*inertie un plan normal ä /O, 
et tra^ons daiis ce plan deux axes /y", /z" respectivenient paralleles li Ox\ Oy*\ 
ceux-ci etant censes determines de direction par la condition C = V. Si Ton 
norome /zA^ /jJ^ les moments d*inertie du solide, relatifs k ces nouveauxaxes enlt 
on aura« d'apr^s une transformatiou connue: 

C = fiP + fix^"^ . B' — fiV + fi.x/^: 

partant fil^ =: /mk^^ en vertu de la condition C =s B*\ et 

Nous voyons par U que si Ton peut trouver au centre Jinertie'dun solide 
deux axes rectangles d moments ^gaux» on n aura qu'i Clever en ce ppint une per- 
pendiculaire au plan des axes; et que tout point (o) de cette droite sera propre 
a donner la Solution de la question. Fixaiit donc un tel point (o) du solide » on 
dbranlera-celui-ci par une force appiiquöe d'une manidre quelconque dans ud 
plan P, normal i la ligne O/, et distarU An, plan (t'oyO d une quantitö x que 
ditermine r6quation(AX et on aura une pression nulle sur le point fixe. Gar dans 
cet itat des choses« la risultante de transport des riactions tangentielles d'inertie 
est 6gale et contraire k la force de pression ou de percussion appliquöe au corps. 
Cest en effet ce que Ton peut vörifier immidiatement; car en reprenant les va- 
leurs des quantitis cos((S|jrO» co%(jt^z% donnies dans la römarque (11), et y sub- 
stituant pour L\ M* Icurs valeurs V^ss^^^ y'w^ Hf =: Z'x^ et de plus intro- 
duisant la condition O = B% on trouvem pour cos(i2i) ^Oi cosCiS^zO ^^^ valeurs 
indipendantes de la natnre m^me du solide percuti, ä savoir: 

cosU,/) = - TiVir^ + Z"^) = -y^ Ä , cos(i3>0 = -Z\R: partant: 

C08(«,yO == ~ CO8(J?,/0 f COsCcü, Z') = — C08(Ä, z'). 

Faisons römarquer que tout cela est vrai encore pour les cas de plusieurs 
Forces sollicitantes, pourvu qu^eiles soient reductibles & une force unique qui soit 
situee de la roaniere indique'e ci-dessu^. 

On a ensuite pour la direction de Taxe de rotation : 

C08(KdI) = ^.r.z.x,':y[^^¥''.z\x/' + A'^iY^ + Z^]^ 
co8{Kd/) = A\Z':y(/u}Y^z^x/^+ etc. 
cos {Köz") = - A\ Y':y(^^ Y'^t'a:,'^) + etc. 



10. Sieicheriy $ur la roküicn des carps ioUJes. 193 

Ne perdons pas de vue ce qui est Aijh demontr^y a savoir qne quelle que 
soit la direction de la force R dans soii plan Py eile ä>ranlera le solide autour 
d'un aieOi^, qui la croise a angle droit. Puisque doncjPest normal kox', ou a la 
ligne centrale 07« il s'ensuit queü est aussi notmale de direction avecO/, partant 
que cette force est perpendiculaire au plan men^ en (o) suivant les deux droit es 
OK, Ol» Ainsi, connaissant un point convenable« et se donnant l'axe de rotation 
instantance OK^ il faudra choisir la force (ü) dans le plan P^ et la diriger nor- 
maleroent au plan/OAT. Soit dS' la ligne d'intersection du plan/Oi^avec le plan 
P:R devra agir dans P^ et normalement a la ligne 66*. Mais en quelque point 
de 68* qu'on fasse agir une force ainsi dirig^e, on obtiendra sur le point fixe une 
secousse on une pression nulle. Le point d'application exterieur dune force uni- 
que, ainsi appliquee, est ce qu on pcut nommer un point de perciission exUrieur 
du solide, et son point de rencontre avec la ligne hh\ ou avec le plan 70^, est ce 
qu'on peut nommer un point de perciission intirieur. Mais peu importe qu on 
admette ou qu on n'admette pas ces denominations. La question essentielle con^ 
sfstait pour nous ä reconnäitre les circonstances et les conditions generales dans 
lesquelles le solide peut ^tre ebranle» sans qu'il en resulte une pression sur le 
point fixe. Cette quejstion se trouve maintenant resolue, quoiqu* eile n'embrasse 
pas comme cas tout particulier la thöorie ordinaire du centre de percussion* 
D*ailleurs cette thcorie ordinaire, teile quon IVtablit habituellemcnt dans les traites 
de micanique rationnelle, nous parait m^me erronie en ce sens quon y admet ta- 
citement quon ne saurait ebranler un solide sur un point fixe, sans que celui-ci 
öprouve \xut pression ou secousse, que dans le cas ou laxe d*6branlement serait 
an axc permanent de rotation. £n outre, cette thiorie n'assigne pas m^me d'une 
maniefe precise et pr^alable le mode d'application de la force, requis pour que r6- 
branlement se fasse autour d'un axe permanent, dans le cas d*un seul point fixe; 
puisqu eile prend les choses dun point de vue plus restreint encore, et quelle part 
de la supposition d un axe d abord fixe: ce qui est tout diffeVent de la supposition 
d^un simple point fixe. 

Pour eviter ici tout mal-etendu, Iranscrivons les conclusions de cette thro- 
ne, formiilees par Poisson t. II. p. 87: 

„Quand un corps solide, retenu par un axe fixe, est frappe par un second 
„Corps dont la masse demcure attachee a celle du premier, il faut, pourqu'il n yait 
^aucunc percussion sur Paxe fixe, 1) que le choc soit dirige dans le plan de deux 
„droitcs qui fönt avec laxe fixe un Systeme rectangulaire d axes principaux du corps 
„forme des deux masses reunies; 2) que sa direction soit perpendiculaire au plan 
Crellrf Juamal f. d. M. Bd. XLIII. Heft 3 26 
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,»du centre de gravite de corps et de Faxe fixe; 3) que cette direction du choc ren- 
^contre ce plan en un point dont la distance f k Tdxe de rotation est donnee par 
,,la formule ys=yr*Jm : Mri\ ce point $e nomrne centre de percussionJ^ 

Cet ^nonc^, pris dans ud sens rigoureux, comme on doit le faire 
en pareil cas, nest pas exact« puisque notre analyse prouve que Ton peut 
obtenir une percussion d'action et de reaction nulle sur le point fixe (o)» 
et partant sur toute IVtendue de Taxe OK, sans qile cet axe ait besoin d^tre 
un axe permanent de rotation; il serait plus exact d'affirmer que si les con* 
ditions (1, 2y 3) sont reroplies» la percussion sur laxe fixe est nulle; et des lorif 
aussi il n y a plus d'apparence de contradiction entre les condusions precedentes» 
Cela pose, reprenons nolre propre analyse. 

Pour le cas particulier, oü la forceiZ, qui peut ^tre de percussion ou de pressibn, 
matiriellt ou idicde^ rencontre elle-m^me, comme son planP', la ligne centraleO/ 

en un point/', nous aurons toujours x ouO/=: a;/+r^; mais lordonnee x=0; 

d^ou cos (KOI) = 0; ainsi d^s lors Taxe d'cn)ranlemeot en (o) sera situ^ dans le 
plan z'oy'. Je dis en second lieu que si les conditions geneVales d'une percussion 
nulle du point fixe sont remplies, les reactions tangentielles d mertie ont une r^sol- 
tante effective, situee necessairement dans le plan de percussion P. En effet, en 
substituant dans IVquation de condition connue N\7C^i+ M\'3ty4+ L\'!t^i'=^ 0, les 
valeurs des moments qui cooviennent aux conditions prescriteSi remarquant que 
TT^ = 0, pn la ramene ä l'equation identique 

Rdmarque V. II resulte de la re'marque (IX. §. 4.) qu une force unique 
ne saurait ebranler un solide pourvu d'un point fixe donn^ {p)% autoor d'un axe 
permanent de ce point, que quand eile se trouve dirigee dans le plan des deux 
autres axes permanents de ce point. Supposons que Oz' soit un axe permanent 
en (o). Dans le plan perpendiculaire ä O^' tra^ons deux autres axes rectangles 
quelconques Ox, Oy\ et appliquons au solide une force qui agisse dans ce plan. 
Soient N\ M\ V st% moments ä tourner le solide autour de Ox\ Oy\ Oz\ 
X\ y\ 2t %t% somposantes rectangulaires, paralleles ä ces axes: on aura ^vi- 
demment : 

(x, y) marquent les Coordonnees de' son point d application ou d'uh point quel- 
conque de sa ligne d action. Soient toujours rcx» tc^, ir^» les composantes des 
reactions d'inertie tangentielles provoqu^es dans le solide par 1 action momentan^e 
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de la force proposee. Pour avoir eocore une Toi$ une pression totale nulle sor 
ie point fixe« il faudra de nouveau poser les conditioos 

ir,. + JS:' = , 7ty+T=sO ^ 7r^ + Z*=50 , ou tt^ = 0. 

Or en vertu des ^alites A' = , M' = , on deduit des ^quatlons (B)) en 
y appliquant les notations präsentes, que Tegalit^ 9r^ = est identiquement satis* 
faite^ et que Tod obtient eo outre par les deux premieres les resultats 

Wyi^i) marquent les coordonnees dd centre d'iriertie / par rapport au systdme 
d axes adopte/ et C le moment d'inertie relatif ä Taxe Oz; et substituaot daus 
Celle *ci la valeur convenable de JL^, et les divisant ensuite membre-a-membre, 
les deux resultats; 

Snbstituant dans Tune ou lautre la valeur de JT' en Y^ od obtient ^alement: 

Mais rien n emp^che de faire passer le plan z'ox* par le centre d^inertie m^me 
du solide^ et de prendre pour point d aclion de la force son point de rencontre 
avec Taxe Oocf ainsi dispose; ce qui donne ä la fois// := , ^ = 0, partant 

C' = ^.x.x/. 

De plus, en concevant par le centre d*inertie un axe parallele a Oz* et rencontrant 
le plan y'ox* en un point y, projection de I sur ce plan» et nommant fjJc^ le mo- 
ment d'inertie du corps par rapport ä cet axe yl^ on aura: 

fil^ + /u.Xi^ = O , partant x = x/-|-^ ; 

et par cette disposition X' devient nulle, de sorte que la composante, parallele ä 
Faxe Oj^f redevient ainsi la force totale Jt. On voit donc par \k que si Ton veut ob- 
tenir une percussion nulle sur le point fixe donn^, dans la supposition que le solide 
soit ibranli autour d*un axe permanent en ce point, il est nicessaire que la force 
de percussion soit normale au plan de Taxe et du centre d'inertie, et qu eile agisse 

h une distance de laxe marquie par ^/+^. U est entendu de soi-m^me quelle 

doit ^tre situee dans le plan des deux autres axes permanents du solide , relatifs 
au point fae donnö, puisque dans toute autre disposition eile ne saurait öbranler 

26* 
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l'e solide autour de Faxe permanent prescrit La th^orie du centre de percussioo^ 
teile qu on Tavait concue jusqua ce jour, rösulte donc aussi de notre analyse avec 
cetle simplicite et cette precision qui ne iaissent plus rien devague dans les idöes. 
Hatons nous d'ajouter que» comme il y a en chaquc point fixe(o) d*un solide trois 
axes permanents de rotalion, il y a egalement trois centres de percussion corre- 
spondants, dont la construction göometrique est manifeste, des que les axes per- 
manents sont connus. Faisons rdmarquer aussi quil serait peu exact d'aflirmer 
d'une maniere absolue que la premiere maniere dobtenir une percussion nulle soit 
plus generale que la seconde» ou reciproquement ; car dans Tune» laxe d*öbranle- 
ment ne doit pas, il est vrai, £tre un axe permanent; mais le point fixe (o) parait 
jusqu ici ne pas pouvoir ^tre pris au basard« Dans la seconde maniere au con* 
traire le point fixe est tel point du solide que Ton voudra ; mais on prescrit h Fa- 
yance )a condition que Faxe instantaniö soit Tun des axes permanents du solide 
en ce point. Cbaque maniere d envisager la question a donc un caract^re propre 
de genöralite et d'individualitö. Du reste, de quelque fagon qu on envisage cette 
importante matiere: les raisonnemeuts que Fon fait sont applicables aux Forces de 
pression aussi bien qua Celles de percussion, qui apres tout ne sont que efforts 
finis, immensement considörables ; et il serait certes plus exact de substituer la 
dönomination de centre de r^action tangentielle a celle de centre de percussion, 
qui semble 6noncer Tid^e, que nousy attachons d apres tont ce qui precede, d'une 
fa^on trop restr einte, et trop exclusive. 

Rdmarque VI. Il nous reste maintenant ä examiner le cas oü le solide, 
pourvu d'un point fixe, est soumis ä plusieurs Forces ä la Fois. £n rapportant le 
tout, points matöriels et points dapplication, a un Systeme daxes rectangles 
ox^OY% o'z, en ce point, nous avons deja les valeurs des composantes des r6ac- 
tions tangentielles par les öquations (A) du ($.6.)> lesquelles subsistent pour tous 
les cas; ainsi pour avoir les conditions d^une pression nulle sur (o), il faul poser 
les equations 

A^ + 5r, = 0, r+7r, = 0, Z+7r, = 0, 

et substituer dans celles-ci les valeurs fournies par les equations eitles; ce qui 
donnera les formules: 

IX =s (cos^i. Yx — cos Bi. z^.fx.K 
Y = (cOsCx • Zi — 008^1. X^.fl.K 
Z = (oos Bi . Xi — cos Ci.y^.fji.K. 

Si Fon multiplie ces Equations, If« premiere par cosCi,, la dcuxieme par cosjB|, et 
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la troisieme par cos^i^ et qu on les a)oute ensuite membre-a-membre, on ob- 
tient la condition gönörale 

cob(RÖK) = /LL.K.Ö = 0; 

R ddnotant la r^sultante de transport de toutes les forces propose'es^ et ROK 
1 angle de R avec Taxe de rotation OK. On voit donc : 1) que pour avoir une 
percussion ou pression nulle sur le point fixe, la re'sultante de transport de forces 
doit croiser a angle droit laxe d'^branlement. Gelte condition« eu egard aux va- 
leurs des cosinus de Ci, J5|, ^,, revient h IVgalite 

.ox X^W TTM ZL 

^^•^ AK^ B^K^ CK — "• 

Noipmons toujoursxi,j|,Z| les coordonne's du centre d'inertie du solide a Tinstant 
de la secousse, et prenons: 

a?i'+Ji* + Zi" = r,* : Xj = r,co8a , jx = Ticos/? , ä» = rjccsy. 
La Hgne centrale Ol sen d^sign^e ainsi par ri, et fera avec les axes coordonnes 
les angles a, ß^ y, Par la Substitution de ces valeurs, les equations (1) devien* 
dront: 

!-ßcos(Ä,x) = Tx (cos^i cos /? — cos Äi cos y).^.iSr 

Äcos(ß,y) = ri(cosCicosy — co8/^iCosa)./x.ir 
A 

Rcos(R^z) = r^CcosBjCOsa — cosC'iCOS^),/a./r. 

Concevons une droite Ofl, normale en (o) au plan (Oi, OK) forme par la ligne 
centrale et par Taxe de rotation. En nommant 9 langie compris entre ces Ilgnes 
Olf OK, nous pourrons faire, dapr^s une transformation que Ton demontrera 
plus loin : 

(4.)(co8-^icos^-cosßicosy) V(cos C,cosy-cos-^iCosa^+(cos Bicosa-cos Cico8^)*=sin'g). 
Carrant donc les dquations, (3) et les ajoutant membre*ä-membre, on obtien- 
dra en vertu de cette formule: 

R^ = /u\ K\ r/gin'g) , R^= /ul.K.Ti. 8i»9- 
Substituant cette valeur de R de nouveau dans les equations (B), on en dcduit: 

cos{k,x) = {cosAiCQsß — cosUj cosy) . ; 



sin(jp 
(5) \ co8(k,y) = (cos Cicosy — cos-^i cosa) . ^— 

cos Ck, z) = (cos Bi cos a — cos Q cos ß ) . ^jj;^ 
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Mais la transformation sur laquelle repose la condition (4)» danne avant tout^ les 
formules fondamentales 

C08 Hd X = {(^sAiGosß — oosBi cosy) . ^jjjj— • 

co8.ff4y = , co8i7^z = etc. 

De lä et des equations (5) nous concluons qu^il faut avoir: 

oo8(/if x) = eQs(Höx) , cos(Ä,7) = cosifldy) , cos{Rp z) = eos^Höz); 
partant que la resultante de transport des forces appliquees est parallele ä la 
droite Ho , et par consequent perpendiculaire au plan forme par laxe de rola* 
tion instantane et par la ligne qui Joint le point fixe donne au centre d'inertie du 
solide. C'est la la deuxicme conscquence generale des conditions du probl^me; 
et ces resultats s'accordent d'une mani^re remarquable avec le cas particulier d'une 
force unique qui forme toujours elle-ro^me sa resultante de transport et sa resul- 
tante effective. ' Quant h l'equation R=^ ZifiL.K.sinqi, rien nest plus facile qua 
d en reconnaitre Finterpretation, Tevidence g^omötrique. Elle nous annonce que 
la rösultante de transport, ou la quantitö de pression transmise au point fixe par 
les forces sollicitantes, est ögale et contraire k la resultante de transport des röac- 
tions d'inertie tangentielles. Les equations (A) donnent en effet 

Nous avons reconou, il est vrai, les consiquences des conditions gönörales 
de la question ; roais la signification giom^trique de T^quation (2) ne suffit pas 
immidiatement» en combidaison m^me de la seconde consequence, pour roettre 
en övidence le mode de disposition des forces, requis pour une pression nulle 
sur le point fixe: mais ici il importe de se rappeler (Römarque IL $.6) que la 
resultante de transport des röactions d*inertie croise h angle droit la ligne centrale 
OL Donc la resultante de transport des forces ro^mes« doit la croiser aussi k 
angle droit; autrement Feffort total, transmis parallelement k laxe ox^ et suivant 
cet axe m^me, ne saurait £tre nul, et la pression totale ne serait jaroais nulle noo 
plus. Ainsi, en adoptant de nouveau le systdme particulier d axes oa;\ oy\ oz\ 
dont le premier va suivant la droite Ol, nous aurons 

j:' + ir,, = , F + ir^ = 0. Z' + 7f^ = 0; 

et partant, ä cause de tt, = , JT' = 0; comme cela doit ftre. Nous yojons 
donc d abord par lä que Ion peut disposer les forces sollicitantes toutes dans des 
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plans perpendiculaires h I axe OX^ qui coincide avec la ligne centrale. Les deux 
autres iquations eo Y' et SP donnent de leur c6t£: 

et par suite de ces ?aleurs r^uation (2), dijä reduite h la forme simplifiie 

deviendra identique, de sorte qu* eile n exige pas de disposition plus speciale daos 
les forces que celle qui est d^ja reconnue. Toutefois il n'en est pas de m^me 
des ^galites qui donnent T^ et Zf en fonction de h\ M\ x\ et qu'on peut ^crire 
sons la forme 

En effet, en d^notant par \ la distance au plan de {z'oy') du centre des 
forces paralleles dont T" exprime ici la somme, et par X^ celle au m^me plan du 
centre des forces dont Z* exprime la somme» nous obtenons: 

et en substituant ces valeurs dans les ^quations en CY\ B' Z\ il vient: ^ 

partant JB' : C = X^ : \. Teile est donc presentement la condition qui rcmplace 
Tegalite O = B', requise dans le cas special, quon a examinä d*abord. Ainsi le 
moment d'inertie du solide, relatif it Taxe oy\ doit £tre ä son moment d'inertie re- 
latif ä Taxe oz\ comme la distance du centre des composantes paralleles k Taxe 
oz' au plan {z'oy^ est ä la distance au m^me plan du centre des composartes 
paralleles ä laxe oy\ Ainsi dans le cas actuel la conditiop dune pression ou 
percussion nulle sur X^xe, pourra £tre remplie d*une infinite de maniercs, sins 
qu on soit oblig^ de chercher au prealable dcux axes rectangles ä moments d'iner- 
tic ^aux^ ou de soumettre le point fixe du solide ä des conditions paiticulieres 
de Position. En eflet: quel que soit ce point fixe (o), on menera d^aborci un plan 
normal ä la ligne centrale OL Dans ce plan on choisira deux axes rectangulaires 
quelconques (oy*, oz')^ et on dvalüera les rooments d^inertie du solide B\ C par 
rapport ä ces deux axes. Dans Tespace on prendra ensuitc deux points {pi^ p%\ 
pour le reste quelconques, mais choisis d^apres la condition que leurs distances 
au plan {pz^Jf^ soient entrelles dans le rapport de B'\C\ ensuite on imaglnera 
ün Systeme de forces paralleles a laxe oz' (ce qui est possible de diverses fagcns) 
dont le centre soit le point (pi) ; on concevra un second Systeme de forces paral- 
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leles ü oy' dont le centre soit le point (^2) (ce qui est encore possible d^une in- 
finita de manieres difr^rentes) 9 ou bien par le point pi^ place a une distance \\ 
on fera agir une force unique parallele a Taxe oz\ et par le point (p^, dont la 
distance est X;, on fera agir une force arbitraire, parallele ä Taxe oy': et ce sj- 
stdme de deux forces, en g^neral irreductible, ^branlera le solide autour du point 
fixe (0)9 sans secousse et sans trepidation sur ce point. 

Teile est la theorie geneVale du centre, ou des centres de reaction tangen- 
tielle. S^il se trouvait par hazard que les deux moments d'inertie B^^ O fussent 
egauxy les deux forces en ipi^p^ agiraieot dans un nieme plan normal a la ligne 
(Ol). Elles seraient toujours reductibles a une force unique qui produirait en- 
core une pression nulle sur(o). Cette bypothese naus fait rentrer dans le cas plus 
special examine d*abord. Mais c*est apres tout ce cas special qui prcsente ici le 
plus de difficult^s, car il repose sur la supposition (Remarque IV) qu*au centre 
d'inertie/d*un solide on puisse toujours trouver deux axes rectangulaires, par rap- 
port auxquels les moments d^'nertie du solide soient egaux entr*eux» Teile est 
la question k peu-pr^s toute geometrique qui nous reste a resoudre. 

§.7. 

Trmxrer aa eentro d*lisertlef oa en toat antre point d'nn solide mat^ 

viel 9 denn anee reetansalalree par rapport ausquele lee momenta 

d^lnertle oolent ^sanx entr>ux« 

Nommons {"',ß»y){pif,ß\y^ les cosinus des angles de chaque axe inconnu 
avee les trois axes dmertie /x, ly^Iz: comme 011 exige que ces axes soient rec- 
tangulaires entr*eux« on aura cette premicre 6quation : 

aa'-l-/9/3'-*-yy' = 0, 
Mais en d^signant par A^ B, C les trois moments d*inertie principaux du 
solide, relalifs au centre /, on aura pour le moment d*inertie, relatif au premier 
des deux axes cherches, la valeur 

et pour le moment relatif au second axe la valeur 

Aa'^ + Bß'^+C.y'^. 
La seconde equation de condition du probleme sera donc : 

Aa'^+B.ß'^+C.y'^ = Aa' + Bß^+C.y'. 

Si Ton pose a' = cosrf.cosiy , /?' = cosrf.siniy , y = sin^, d*apre$ 
une tian$rormation connue, on obticnt: 
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tan« tf = -y^ ' ; cos^ = y : Viy'+iawsn^ ß^^^tif] 

siud = (acosi; + ß. sin jy) : V[y'+ (2 cos ^ + iSsinij)*] : 

(^cog^/ + jB8m*i7)co»V+ C.alnV = Aa' + Bß^^ Cy"; 

et comme on na que deux ^quations de condition: la deroi^re, et Tune quelcon- 
que de Celles qui donnent tangd, sind, cosd, pour d eterroiner quatre inconnues 
^0 Vf ^f ßfV (car I^^ ^^^^^ dernieres ne comptent que pour deux), le probl^me 
parait m^me susceptible d*une infinite de Solutions. Mais c est ce qu'il Importe 
de reconnaitre d*une nianiere rigoureuse. Si Ton pose: 

Aa' + Bß'+Cy^ = H», 

et que Ton substitue dans la derniere equation les valeurs de sind) cosi, deduites 
de la premiere, on obtient: 

y^(Acos^rj + Bsin\) + C.(acostj + ßsinfiy = D*.[y + (acos>; + /?ginj?)'*], 
et Celle -ci devient par la reunion des termes en cos ^17» sin '17, cos 17 , sin 19: 

Si Ton fait ensuite pour la simplicite des caiculs : 

eo8^; =3 u' , 8iu\ ==1 — 1/' , partant sin v cos 17 =» wVO — ^0 * on obtiendra • 

(DO [{m-nf'^ip^u'^2[2p'^{m-n){n-iy^^^ = 0. 

et pour que Fincoonue puisse avoir une yaleur reelle , il faut poser lequation de 
condition 

laquelle laisse encore une grande latitude daus le choix des quantitcs a, ß, y^ 
puisqu'on n'a quune inequation pour d^tenniner deux inconnues distinctes(a^^,7;), 
La question est donc ramenee a prouver que Tequation de condition prec^dente 
peut, ou ne peut pas £tre satisfaite d*une infinit^ de manieres differentes, et que 
parsuite il y a une infinit^ de valeurs 17, d, ou (a',ß/y% donnant un axe qui forme 
couple avec Taxe (aßy) considere comtne connu, mais devant neanmoins remplir la 
condition dont il s agit. Ainsi, eu designant par/* un parametre positif arbitraire^ 
qui peut devenir nul, il faudra poser: 

equation dans laquelle on a parsuite des significations attribuees aux quantitcs 
m, n, p: 

CM0'$ JooTDtl f. d. M. Bd. XLIUL Beft a 27 
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Si Ton rcporte cetle valeur de m/i dans requation en F, et que Ton sup- 
prlme aox deuz membres la quantite' additive commane p*, on obtient : 

(m + /i - D»y^ D»/ = JF + JBy« + y»(C - 1>») (.4 a» + B yS»). 

Si Ton remplace maintenant dans celle-ci les qaantit^s abr^viatives par 
leurs Taleurs, on obtient: 

'-AB'/^C'/{Aa^Bß^{C-Aa*'.Bß'-C.'/)''F. \^' 

equation qui se transforme delle^m^me eo cette autre: 

~Aßy*^CyiAa*+Bß^+'/(Aa'+BfP)iAa'+Bß'+C/)-JF\ 
si Ton r^unit tout ce qui se trouve inuItipHe' par le terrae 
yX^a?+ Bß*'-2Cy''t-C) (Aa*+ Bß*+ Cy*)- Cy». (^Aa}+ Bß*) - AB-/ - F = 0. 
En posant de nouveau , d'apr^s la transformation dej& adoptöe : 

a = 008e.C0S7; ^ = >fn£>C0S7 C08Q/:=siBr, 

on d^duit de la: 

[(i+Ä— 2C)8faV + C]8toV.(^oos'c.ooi»r+l?co8*r.8in?e-»-C»inV)j _ 
- r.co8V.8taV04eo8*e + Ä»toV) — 4B.8lnV-F...« j "" * 

Posant encore sfnT = V(|a.fc*) » ^**^ cosr = v/| . g«\ . conside'ranl ensuite 
langte e comme donne', et faisant en cons^quence 

008« = «; „ sine = e„ , 
on obtiendra la nouvelle transfonn^e: 



C«» A$; + Bt„^ j4'B'%* _, '""• 



nx 



Si l'on re'duit le tout au d^nominateur commun, on obtient vtsiblement: 
l(A+B-2C)z*+C]iA€*+B€,*+Cz')z*'-F(z^+iy) _ 
-C(.4e, + Äe,,')(l+*V-^ÄC*(H-a') i "" ' 

Si Ion fait encore x' = ^ et qu*on developpe le'qaation de condition, on obtient 
requation complete du troisieme degrc: 
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3F F 



= 0. 



Comine od sait par la theorie des equalions que cette dernicre admet une racine 
reelle au moin^, de signe contraire h son dernicr terme) il s*ensuit que si ce der- 
nier tenne, abstraction faite du signe ( — ) qui laffecte, est positif, la quantite ^ 
aura au moins une valeur rdelle positwe ^ et quil eiistera une valeur reelle cor- 
respondante pour t, ou deux» savoir z =: =!=}/((^: mais deja le parametre i^est 
par sa nature positif ; et le dernier terme de requation remplira la condition vou- 
lue, toutes les fois quon aura: 

(^A^B — C)C — AB-F ou (i_ c)(C~ Ä)-i?'>0. 

Or celle-ci peut ^tre remplie pour les trois classes de solides par le choix convenable 
des axes coordonnes suivant les axes d'inertie. En effet, en dirigeant Taxe/x suivant 
Taxe du inoinent d^inertie maximum^ et Xnely suivant Taxe du moment dmertie 
minimum^ on aura toujours {A — C} (C — B) positif ou > 0, a cause de 
u4^»C>0, C— jB>0 ä la fois; et Ton pourra en outre trouver pour JF 
une infinite de valeurs» chacune assez petite, pour laisser la quantite 
(A — C)(^C^B) — i^> 0, ou =0. Ccla pos6, en attribuant une valeur ar- 
bilraire k la quantite angulaire c» et prenant pour J^ une valeur quelconque posi- 
tive, comprise entre les limites et (A — C) (C — JB), on calculera par IVqua- 
tion en ^ la valeur reelle et positive de ^ qui y repond. Reportant ces valeurs 
de £ et de zss^^ dans IVquation (D), od deduira de celle-ci, resolue par 
rapport ä u^: 

Or la derniere form« radicale dans u^ demontre dabord, comine nous le avons 
admis plus haut, que des valeurs reelles de u seront seulement possibles, ou que 
u^ sera seulement reel, si Tod a: 

p^^(m + n-'IPy^)iy'/—mn>0 ou = F. 
Je dis de plus que si cette inequatioD est satisfaite, les valeurs de u reelles, ne sout 
pas seulemeut possibles^ mais qu'elles le soDt encore necessairemeDt. En effet, 
en retranchaot la quantite' /?* + (m + fi — /)*y*)^V — ^^ de la quantite 

27 • 
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2/7* — (m'— n)(a— D'y'), on obtient pour rÄultat;>'+(n— D't/*)*, cW-4-dire 
une quantite positive, et il vicnt Tegalite de la forme: 

Substituant dans celle-ci au terme soustractif du preinier membre sa valeur po* 
sitive suppos^e i^, et transposant /'au second membre» on en ddduit: 

De li on peut conclare que le premier membre, oa la quantittf 
2p^ — (m — ri)(n — l>*y), est foQjours positive. Et comme la quantit^ soumise 
au radical dans la valeur de i^ est toujours, apr^s Teitraction de la racine, rooin<> 
dre que la premiere partie positive 2/?* — (m — /i) (n — D*/), il s ensuit que 
les quatre racines de u sont reelles, deui d*entr' elles ^tant positives et deuz ne- 
gatives, egales en valeurs absolues aux deuz pretniires respectivement« 

Si Ton donnait une seconde valeur pour Tangle e, et qu^on calculät 
la valeur correspondante de r« ou de z ou ^, sans chauger toutefois la valeur 
attribuee d*abord h F, on obtiendrait une seconde double valeur pour u, partant 
pour 17,(^9 partant uu second couplo daxes rectangles, satisfaisant ä Tenonce de 
de la question. Mais sans faire varier la valeur arbitraire attribuee d^abord h e, 
on pourra faire varier le param^tre i^ entre les limites reconnues, et ä chaque 
fois encore on frouvera un couple au moins daxes quiremplissent la condition 
prescrite« Seulement dans cette derniere maniire de proceder, tous les couples 
d^axes repondant h une m^me valeur de e, et h diverses valeurs de r, calculees 
par IVquation du troisieme degre, se trouvent dans im m^me plan« normal h celui 
i^iy\ cVst-ä-dire normal au plan principal forme par les axes ^ rooments d*i- 
nertie maximum et minimum. Enfin ^ on pourra faire varier ^ la fois les deux 
quantites c et F\ chaque Hypothese adoptee donnera au moins un couple d^axes 
qui satisfont a la question. On peut donc en toute securite ^tablir la proposition 
g^ncfrale: Qu au centre dineriie d*un solide ä momenis principaux in^gaux^ 
ou qu'au tout auire de ses points on peut trou^er d'une infinit^ de mamires 
un couple daxes reciangles par rapport auxquels les deux momenis d^inertie 
du solide ou systhme quelconque sont igaux. Mais il faut considerer que hi 
valeur du moment d^inertie, commune aux deux axes d'un m^me couple, doit va- 
ner g^n^ralement d^un couple ä Tautre. En outre, non seulement Fanalyse pr^- 
c^dente d^montre la possibilite de la question: eile en fournit en m^me temps 
toutes les Solutions possibles dans chaque cas donne. Il semble au premier abord 
que pour les solides de seconde classe, tels que les solides homogenes et de revo- 
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lutiou, qiii ont cleux moments d^Inerlie egaux entr^eux, la question ne soit suscep- 
tible d aiicune Solution. Car en faisant par exemple yi = B, le dernier terme 
de l'equatioD du troisi^me degr^, abstraction faite du signe ( — ) qiii le precede, 

F 

devient ^ /^ ^ r%t ^p , de sorte qu'en tenant compte du slgne (— ) qui Taffcctait 

de'ja, OQ aura Je terme tout positif + rZZrcf^Tp ®^ requation ge'nerale qui de- 

viendrait 

^, . (7>-H^-^C-3F ^, SP , F _ ^ 

ne parait plus admettre pour i de racine reelle positive» et est devenue toute 
ind^pendante de la quantite e. Mais eo prenant 1^ == 0» od en d^duit T^uation 

laquede admet pour une valeur toujours quelconque de e les Taleurs de 

partant tangr = z = nrt, Vi^y V(S"0 

= ®' *»KV (j^cy-)= — J3c — • 

Ces risuitats prouvent: 1) pour e quelconque, et r =: que deuz axes rectangu- 
laires quelconques» choisis dans le plan principal, forme par les axes h moments 
egaux, forment an couple d*axes, c*est-ä-dire des axes ä moments d*inertie ^gaux; 
ce qui s accorde d^une mani^re frappante avec la th^orie connue des axes princi- 
paux. (Voir par exemple la dissertation que nous avons publiee sur cette throne 
dans Tarchive de matheniatiques de Mr. Gnmert. 1844). Od voit ensuite que 

pour c quelconque et pour fang r = aI^c ^^ P®"* trouver dans tout 

plan central perpendiculaire au plan de (xiy), un "couple daxes rectangulaircs par 
rapport auxquelsles moments d'inertie du solide sont encore ^aux; et qu'en pas- 
sant d*un plan normal ä un autre, la disposition ou Tlnclinaison de chaque axe 
sur le plan (x^) ne cbange pas; c'est ce qui est prouve par la valeur precedente 
de tangr, independante de Tangle e que forme ce plan avec le plan (ZIX), 
Quant au cas plus particulier encore, d e ^ ==r jß = C, il faudra encore faire 
2^=0, pour avoir une racine reelle positive; et l'equation en ^ deviendra^' 

dabord avant /^= 0: 

jt^'^^F 
C ]p— .^ + 3^+1=0, 
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et en prenant ensuite F = 0: 

^•-Ir^+sj+i^o, 

et Celle -ci est satisfaite par la supposltion de (^ ss -^ = od ; ce qui prouve que 

laxe en I, perpendiculaire au plan {xiy\ forme couple avec un ne quelconque 
trace en (/) dans ce plan. Mais cela ^tait evident d'avance d*apres la theorie des 
axes permanents de rotation. 

Laissons lä ces digressions de details ^ et reprenons la discussion generale» 
en presentant sous forme de remarques detach^es tout ce qui s*y rattache d une 
maniere essentielle. 

Remarque L Un axe etant donne au centre ou en tout autre point du 
solide: est-il toujours possible de trouver un axe normal au premier, et par rap- 
port a chacun desquels Ic moment d'inertie soit de m^e valeur? La reponse ä 
la queslion est manifeste. Toutes les fois que les valeurs qui r^sultent de la po- 
sition connue de faxe donne» pour les quautites c» f, sont telles quelles donnent 
pour jF, calculee par lequation du troisi^me degr^ en {;» une valeur negative, on 
bien une valeur positive plus grande que {A — C){JC — B)i la question propos^e 
est impossible. Mais s'il en r^sulte une valeur positive de Ft comprise entre zero 
et (^ — J5) (C*— jB), la question est susceptible de Solution ^ et eile se trouve a 
laide de ce qui est dejä dit 

Rdmarque IL La pluralit^ de racines reelles qui existent pour u ==00617, 
pourrait faure supposer, au premier abord^ qu'il soit gen^ralement possible de 
trouver plusieurs axes i la fois qui forment couple avec un m^me (e^ d), donn^ 
ou calcule d*apr^s requation en (: *il est donc important d*examiner de plus pris 
la valeur et la signification de chaque racine. Soient u%, u^ u^ß Ui les racines de 
u; 17t, i7t» 17$) 174 l^s angles correspondants fournis par Fegalit^ cos 17 =1/1,111,09» cf«» 
on a evideroment. 

U' = — lil , li^ = — u\ 

(1.) d*OU: C08J7J = — COS171 , €08^4 = — COiVfcf 

et en nommant 61,8^6^6^ les valeurs correspondantes de <r, on a: 

acosi7i^/?sin^t ^ -, ceo8i7^-f>/gsinih 

tangdi == — , tangd, == — - , 

^ ^ ftC0Si7i — /?siPi7i ^ ^ , gcosi7a->/ysini7t 
fang 03 = + , tangJ^ = H 
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Les ^quations (1) donnent en outre: 

i^ = 180«-i9« 180 + 171 : 174 = 180-,;,. I8O + 17,, 
et Ton na calcul^ les yaleurs de d,, S^ qae dans la supposition que Pon ait sim- 
plement 17, ät 180* — 171 , 174 = 180*^ — 17^ ; parceque les deux autres valeurs 
de 17g, 174 qui repondent ä 180'+ 174, 180^+ 17, reproduisent pour rf des valeurs 
egales et contraires 1^ celles rf„ ^4; savoir tangd3^= — tangd^i, tang34'= — tangd,; 
et comme il faut faire correspondre celles -ci auz angles 180 + 171» 180 + 172, 
Faxe (rfj', 180 + i7j) ne serait que le prolongement de celui (rfi, 171); Taxe 
(^4', 180* + 174), serait de in^me le prolongement de laxe (8^, 17,): 

Examen des deux racines rj^tj^. Je dis dabord que les deux axes 
(v ^i)(i}a^i) qui sont chacun rectangulaires avec Taxe (e, r)^ nc sont pas perpen- 
diculaires entreux: car si cela etait^ il faudroit avoir 

(co837i*co8]7,-i-8ini7i«sin97t + langJ|4angds) =7 0, 
partant tangdittang^a = — (cos 171 «cos 17, + sin 171* sin 17,), tandis que les valeurs de 
tang<r|» tang^ donnent pour le produit tangd^. taogr\ une valeur diflerente, et 
Ion ne saurait egaler ces valeurs de tangdi-tangd, sans retomber sur une equa- 
tioD de conditioD en a, ß, y, ou (e, r) ou (<,^) et 171 17,» qui serait inadmlssible en 
geoeral pour le sens de la question proposee, par la seule raison que cette ^qua- 
tion D est pas identique» car eile serait : 

(acos 171 + /? Bin ^1) (acos 17a + ßswnO + y*(oos 171 cos 17a + sin 171 sinth) = 0. 
Mais cbacune de ces ligoes forme pourtant un angle droit avec laxe (a, r)^ caicule 
par IVquation en f et pour une valeur arbitraire attribue h «. Soient (aJß'y){a^'ß''y*) 
les cosinus des angles de ces lignes avec les axes coordonncfs» on aura : 

a' =2 cos tfiHOs J7i , ^ = 008 ^i8lni7i t y' = «n^^i 

a"=: cos^tcos^i , /5^ = oostfasin^ » «j/'ssinrfa. 

Il est bien Evident d'ailleurs que chaque ligne iP'' ß'y*)(j^"ß"y'^ est normale ä 

laxe (a/?y) ou («, r), puisque la valeur de tangd par exemple, est exprimee par 

la conditioQ 

acosdiC08i7| + y?co8dx8iii/7| + ')/«sindi = 0, 

qui revient h aa'+ = 0. 

Examen des racines tj^^ 174 : 17, — 180^—174 = 180^—77,, On voit par 
la que laxe (173^3) doil se trouver dabord dans un plan projetant normal ä{xly) 
et faisant avec zx un angle supplementalre de celui forme par le plan projetant 
de(^i, (5|). On en obtient ensuite la position dans ce plan par la valeur de tangds, 
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donn^e d-dessns. Oo aura ensuite les cosinus des angles in^es (a^^^^g/^ 
partes ^galit^s: 

a'^'sss — cosrfjCOS^i, ^soo0(f,8iili}|, y'sssiii^a, 
et il est encore facile de verifier que ce troisi^me aie est encore normal k celui 
(aßr)f saDs r^tre k aucun des deux autres (a'/9^/)(i^/r/0* O" verrait de m^me qu'il 
existe qd qoatri^me axe (J/qt) o^ («'^> /^9. r^) normal i {aßy), sans f^tre geoera- 
lement h aucun des trois autres i4jk recoonus, Ainsi^ au centre dinertie ou en 
tout autre point fixe dun sysUme matSriel quelconque, on peut tovjours trour 
per cinq axes ou moins^ par rapport auxquels les moments dinertie sont 
igaux. Quatre de ces axes sont toujowrs dansun mSme planperpendiculaire 
aucinquiime\ ce qui correspond k quatre couples d'axes au moins, Si l'equation 
du troisi^me degr^ en £ admet trois racines reelles positives^ il y aura en tout 
douze couples fondamentaux ; roais rien ne prouve quen passant de Tun quelcon- 
que des couples qui repondent ä une racine positive, ä Tun des couples qui re- 
pondent ä une autre racine positive ^ les moments d^inertie soient encore les ml- 
mes. De plus, on ne doit point conclure de \k que la qnestion g^n^rale soit seu- 
lement susceptible de quatre, de huit, de douze Solutions: car le premier axe 
Iui-m£me (a,r) peut, comme on Pa d^ja dit, ^trc catcul^ d un infinite de mani^res 
dilT^rentes, attendu que dans F^quation citee on peut faire varier s d une roani^re 
arbitraire entre les limites 0^— 360*, et F entre les limites et {A'-C)[C—B). 

Pour compliter les notions que nous avons ^tablies sur la tWorie du cen- 
tre de re'action tangentielle, pour le cas oü Taxe d'^branlement n est pas permanenli 
il nous reste une difficulti ii eclaircir. Il sagit de savoir $1 la qoestion d'une per- 
cussion nulle est possible; le point fixe (o) du solide i^tant choisi d'une maniira 
quelconque. Goncevons par ce point les trois axes permanents: Ton ox h moment 
d*inertie maximum; Fautre oy k moment minimum, et le troisiime ii moment 
moyen ; tirons la ligne centrale Ol et un plan Q normal en (o) k cette ligne. Ce 
plan fera donc avec le plan (tox) un angle connu e^ Concevons que dans IVqua- 
tion du troisi^me degr^ en ^j4yB^C expriment maintenaut les moments d'inertie 
principaux relatifs au point (o), et substituons y la valeur cosaS sin «, aux quan- 
titös B„€„. Puis attribuons k Fune valeur convenable. LVquation dont il sagit 
aura toujours une racine reelle positive au moins; ee qui donnera un couple d'axes 
au moins qui satisfait a la condition B* = C^\ et Ton voit m^me qu*il y en a geue- 
ralement une infinite dans ce m^me plan; le point (o) na donc pas besoin iitre 
soumis k di$ conditions particulieres de position ; et c est ce qu il fallait recon^ 
naitre. Faisons r^marquer que pour les solides de premi^re class€ la ligne oi est 
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en (o) laxe peixnanent du moment dmertie minimuin ; de sorfe qu alors ox, oz 
seront dans le plan Q, puisque oy sera suivant 07; tous les axes du plan Q seront 
permanents, et tous seront a moinents egaux. (Voir ootre dissertation citee.) 

Rdmarque III. Le cas particulier de /^s peut ^tre encore examine 
a part. Älors IVquation en ^' donnera: 

i,~ü, et+ U-^OiC^^ ~"' 
ou tangr a 0, et tangr = Y-\ { A^C){C^b) ) ' 

La preniidre de ces valeurs montre quon peut placer Taxe primitif (a^) en tel 
endroit du plan d'iuertie central ixy) quon veut, pourvu qu^il passe par le cen- 
tre; et qu^il existera encore uu ou plusieurs axes, formant chacun couple a^ec le 
premier. Ainsi, ^tant donn^ un point fixe d*un solide« et prenant en ce point et sur 
le plan des axes permanents k moments maximum et minimum, un axe d*une 
niauiere quelconque , ou pouira toujours trouver un« et mdme quatres axes« nor- 
maux au preniier et qui forroeut cbacun couple avec celui-cL 

Quant ä ta seconde valeur de tangr, eile est impossible, car 11 est ais^ de 
voir que la quantilö soumise au radical est negative« en prenant ^ = jB+/?« 
C SS J9 -f- ^, et faisant rc^marquer que p —q est positif. On pourrait examiner 
anssi le cas oü Ion attribuerait & F sa valeur positive la plus ^levee. On pourrait 
so proposer aussi de rcconnaitre par une marcbe analogue ä la pröcedente s*il est 
possible de trouver au centre d'inertie ou en tout autre point d'un Systeme matö- 
riel« trois axes rectangulaires ä moments d'inertie ögaux entr eux : mais la tbeorie 
des axes permanents et principaux fournit a cet ögard, quoiquun peu indirecte- 
rocnt, tous les renseignements voulus^ et nous fait connaitre snffisamment que 
dans ton acception la plus generale cette question n admet pas de Solution. Cest 
ce qu'on peut d^montrer aussi par la nature m^me des resultats m^caniques 
exposöes dans lo ($• 4.) et dans la römarque (VIII de ce No. 4.) 

En effet« soient au centre d'inertie /, trois axes rectangulaires /x'« ly*, Iz\ 
pour lesquels les moments d*inertie aient, si cest possible« des valeurs Egales 
^' = JB' = C Si le solide est percute autour de / par un Systeme de forces 
dont les moments de rotation soient 7V^ M\ L\ nous aurons les angles de Taxe 
instantane avec les axes coordonnes par les formules: 

cos Ci = ^/jj/ , cos -Bi' = "We! ' ^^ *' ^^ CK! * 
Crelld'8 Jonrnal f. d. M. Bd. XLDI. Heft 3. 28 
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Mais les cösiniis des angles de Taxe prindpal des rnomeDts des fcnrces sent doon^ 
par les eipressions connues 

y M V 

Gomme on a par Hypothese A* ^s^B' ^=^ O, on aura ögalement: 

JS?=jy.}^(iV'^+W-|*X'«), partaDtco8C/ = y(jy,^j^»^^;,^ , etc., 

et cela conduirait i conclure que laxe d'^ranlement des Forces coindde toojours 
avec Taxe de leur moment de rotation maxirouin. Ce rösultat est absurde, puis- 
que» sauf les cas particuüers signal^s dans la rimarque cit6e ci-dessus, ces deux 
sai^% ne sauraient jamah coincider eosemble« 

%. a 

HdtdDs oöus maintenatit de reparer quelques omissions dans tout ce qut 
a ^t^ dit jusqu' ici, et d*iodiqtier briiveilieDt quelques formules de transformatioil 
admises d^abo^d saus dimonstratibn* 

Addition au $• 4. rdmarq. IX. Supposöos quune ou plusieurs forces 
agissent paralMlemeot aü ptao didertie ylz, uous aureus: a^ £= 90*, a^ = 270*, 
parfäut 

L sa "^PJoOißtOBij •— P^l'WBft^COifl^ — ••••• 

iV« — jP-/eof y lünti — jP'Aoosy'riniy' — •••- 

iltÄA4-P,/ces7cosj?+/^/'co8ycosV~ J 

et ces tröis somines de motnents nVtaht göneralement pas ntdles, une«>^-ude, oü 
dMx-i^-deux^ on roff par les formules (HI $. 4) que dans des cas pareils faxe 
de rotätiofl mstantao^ ne coTäcide g^n^ralement avec aticun de trois axes d*inertie. 
Pour le faire coindder avec /sr par exemple, dans le cas d'une force uniqne^ H 
faudra faire cos /#i =± 1 , cos C| = 0^ cos jB| = 0, partani iV =±: 0, Jtf S9 0, 
ou P/cosy.sini7 ae 0, Plcosy.costj = 0, ce qui exige que y =: 90*, partant 
que la force agisse dans le plan d^inertie normal i Taxe pridcipal prescrit 
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Soient (aßy) (afß'Y) les cosinus des angles de deux droites D, IJ avec 
des axes coordoon^s rectangles ox^^^oz. On a par une formule facile 2i ^tablir: 



Doü äa\D',iy) = /— a'a'"- ^^- yV»— ^aa'ßß'^2ßß'y/- 2y/aaf 

— 2/S^'y)/— 2yy'aa'. 
ou V 

üa^D,iy)±^(aß'-2'ß)^ + (ßy-ß'yy + (ya'-yaf. (Fonnufe 4. Rrf- 
marqae VI. da $.5). Cela pos^, soient: 

(D.) ßx-^ayssp^ az— jrx =3 r 

les ^quations d'une droite fixe, de directioD i^ßy), 

(D.) ßfx^o!y = p' , a'« — yo? = i^ 

Celles d une droite mobile, mais coostante quant i sa direction (ji B^Y)^ de sorte 
que u\ß^^yf sont des quantit^s constantes, tandis que/?', i^ sont Tariables avec la 
posidon de la droite. Pour exprimer qne (DO güsse sur (/)), en consenrant si 
direction, il faut cpinbiner eosemble les ^quatioos, ce qui doonera: 

(ya'— ayOCpa' —;?'«) — (ai8'—i5a0(ra'—r'a) = 0. 

Pour avoir ensuite Tequation du plan ainsi engendr^, 3 faut remettre dans 
cette ögalite' les valeurs der^ p^ en fonction des coordonn^es x,^, z des equations 
(DO- Cette Substitution donne apris r^duction : 

Mais en nommant X;, fx^ v les angles de la normale ä ce plan avec les axes coor- 
donn^s, on a aussi, d*apr^s une autre definition du plan : 

u V 'S 

*i-f -r + r-^^Ti 

ce qui donne les e'qoations de c^ndition 

/i:X> SS iay—a'y):iß'y'-'ß'/) 
v ; A, s= {ßa'— ß'a) : {ß'y — ß'/). 

Elevant chaque niembre an carr^, faiiant ensuite la sorome, ajoutant X«* auz deox 
membres de l'e'galilö qui eo re'sulte , et faisant r^marquer que X»' + /t' + v* =s 1, 
on obtiendra, eu ^ard ä la valeur obtenue pour sin (D, D') : 

>*.8in(D:z)o *=» ß'y-ßy 

fuOailKJy) = '/a — ya' 
v.m(D:iy) = a'ß-^aß\ 

TS* 
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Ainsi, ajoutant dans Fespace deux droites qui se coupent, mais quelconques 
de directions: toute droite (K, fi, v) qui est perpendiculaire 2i leur plan, ou qui 
les croise toutes deux k angle droit» quand ces droites elles-ro^mes ne se coapent 
pas, satisfera aux trois ^qaations de condition pr^c^dentes, qui risultent aussi de 
la transformation des coordonn^es. Pour (JD^D^) ^= 90*, on obtient les conditions 
de transformation adroises au ($.5). Faisons r^roarquer d apr^s cela que si Ion fait 
toumer un Systeme de deux directions (jifß^y) (afi^y) d^une maniire quelconque 
dans un m^me plan fixe, et sans alterer toutefois leur inclinaison mutuelle, les 
conibioaisons ß^y^^ß^j Ya — ya, qui se d^duisent Fune de lautre par la 
m^tbode de F6change progressif, ne cesseront pas de conserver chacune une va- 
leur constante; car le plan restant fixe, X;, fi^ v ne cbangent pas, et sin {I^J/) 
reste invariable ^ parceque l'on conserve aux deux lignes une inclinaison iQ*- 
yariable. 

Rämarque sur le $. 4. On pourrait trouver singulier de faire coinddier 
\e% axes coordonnes avec les axes d'inertie du solide, puisque par FefTet instantan^ 
de la Force, ceüx-ci s ^ranlent ou %^ d^placent infiniment peu. Mais si Pon con- 
sidere les axes coordonnes comroe des lignes fixes, ideales, rien nemp^bera, de 
faire tel cboix qu on voudra ; et Ton pourrait les diriger suivant trois autres axes 
rectangles de'signes du corps solide. Sans que ceux-ci soient empjcb^s de se 
d^placer, coronie le premier Systeme: seulement dans les fonnules du (§. 4) les 
quantit^s A^ B, C expriment les moments d'inertie du corps par rapport aux axes 
coordonne's; et si nous avons dirlge ceux-ci suivant les lignes prindpalest cest 
parceque dans cbaque question particuliere Fevaluation des donn^es imniidiates, 
telles que ^, J?, C, serait plus Facile, et qu ensuite ces lignes et les plans qu^elles 
forment deux -3i- deux, doivent jouir de certaines propri^lös na^niques plus ou 
moins rimarquables. Abstraction faite de ces considirations^ sußisamment döci* 
sives, le cboix des axes est absolument arbitraire; nöanmoins il ne serait jamais 
permis de cboisir par exemple pour plan des (pcy) le plan döterminö par le point 
fixe/ et la ligne daction de la force; car cela reviendrait a admettre gratultement 
que la force appliquöe ne puisse tourner le solide qu* autour d'un axe perpendi- 
culaire ä ce plan, puisque en rendant fixe un axe quelconque du plan^ on detmi« 
rait son efTet dynaroique sur les corps. 

Aulre rSmarque. La delermination de l*axe instantanö de rotation, 
d*apr^s lld^e un peu vague ici, dune moindre quantitö d action ou d une force 
vivemiiximumouminimum, ne nous parait pas admissible, quoiquelle soit exacte« 
parceque 1 on ne saurait prevoir i Favance si cest le maximum ou le minimum 
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qui doit avoir Keu. Cela est si rrai que« si notre memoire est boone» riHustre 
Euler s'est mipris lui-m^me k ce snjet dans sa ih^orid motds corporum rigido^ 
rum. CoDcevoDs que Tod fixe Faxe du moment pnncipal de la Force. Celle -ci 
fera donc tourner le solide pendaot FinstaDt dt d'uoe quaotitö angulaire d)^ 
directemeDt proportionoelle au moment principal y(IV^ + 1MP+ L^) == /x, et 
inversement proportionnelle au moment d'inertiey!Q^£//7i du solide, relatif ä cet 
axe, de sorte que Ion a dans cette hypoth^se: 

Nomroons IH cet aze principal^ et il vient: 

et en substituant pour co$^{HIX), leurs Taleurs --r •••*> on obtient: 






D'un autre cdti la force vive iDstantanie, correspondaate jt la rotadon dh, doit 
avoir poor expres«on : 



QS)'ß- 



f** 



mais la force vive instantanie qui risulte de la rotation spontanöe di^ z pour 

valeur y^j *J\^dm» ou dt^. K}.J\^dm, ou bien encore dt^.\j^+ 5* "*" 3*) * 

Or au premier abord on pourrait se tromper ici^ en admettant gratuitenient que 
la force vive autour de Faxe IH doive ^tre plus grande que celle autour de Taxe 
spontan^, par la raison apparente que le moment de la force autour de laxe IH 
est un maximum; car la rotation ^lömentaire est d^un autre cötö inversement 
proportionnelle au moment d*inertie du solide. £n retrancbant m^rae la force 
vive autour de IH de celle autour de laxe spontanö /O, on trouve la quantitö 
positive 

Mais admettre d'avance que la force vive autour de Taxe instantan^ et spontan^ 
10 soit ou un maximum ou un minimum, , ce serait faire une hypoth^se, selon 
nous« trop gratuite et k pen pr^s aussi bazardde que celle qui consisterait i con* 
sidirer la force vive autour de IH comme un maximum. Seulement on voit par 
le reste posilif^ que si la premi^re de ces quantitös est une extreme grandeur 
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cUe doit ^tre uo maximwn; contrairement.i la snpposition SEuhr^ qui la coo- 
tidire comme un mmimum. Toutefois les r£sultats de Taateiir sont exacU» 
pvcequ^ls d^pendeot uoiquement d'^uatioos de condition qui exprimeot la 
iiiDple existetf ce d une extrime grandeur. 

Amnions {ol^^f^'/) les aogles d'uo axe fiie inconou ou ind^terroin^ avec 
les trois axes d^inertie^ et d^ la rotation el^mentaire autour de cet axe« produite 
par des forces doDoes, LVnergie totale des Forces \ tourner le Systeme sera donc 
Neosa +Mcosß' '^LeoB'/\ et en dcfsignant paryVJm son roomeot Jinertie 
relatif ä (a'/y/), on aura: 

/r"rfm = ^co8V + -Bco8*i8' + C.oosy, 

/it/— . 1^ t -ycosft' + Meoup' -h Leos/ 

^^ — «* *ilcos«a'+ JBcos*i8^+ C-cosV ' 

et la force ^ive lastaDtao^e correspondante aura la valeur : 

\ir)J ^^'^ = ^^* ilce8V+Bcos«/9^-ff.Coosy • 
Soit 6 Fangle avec l'axe Ix de la projection de Taxe (j/p^y') sur le plan yx» 
et 7 l'angle Jinclinaison de cet axe sur le plan (xy-), on aura: 

cosa' = co8£.cosr , cos^ = sin£.oosr , cos-/ = siar ; 
/^rfS'V /*• 1 f < [(iVco8« + ilfsfa«) cosT -4- Lstei]» 



'(^co8*< -I- Ban*<)co8V+ Csio'r 

miner les angles «et: 
qui donoeroBt 



dV dV 
II faudra d6terminer les angles s etr par les equations de cpndrtion j^sO»^^ 



A M A^B-L 

tang« = ;g-^. tangr = ^ j^^^^^^^^j. 

Et ces yaleurs sont priciseroent celles que Ton a obtenues au ($. 4« ) et reprösen- 
t^es 14 par les formules (IV). L*aXe d'öbranlement ou de rotation instantan^e 
est donc bien en effet Taie d'une force yvtt roaiimum; cest-4-dire que feflet 
dynamique instantanö de plusieurs forces qui agissent sur un solide 4 point 
fiie, est toujours un maximum ou le plus grand de tous les effets infiniment 
petits de m^me esp^ce dont les forces seraient capables autour d*un axe fixe 
quelconque en ce point 

Si dans les formules precedentes on pose tangr = u, (Access f Afsint+Z^/srn , 
^co8'e+ J?iiii^ + C. tang'r = 1), on döterminera e, r, par les condition^ 

rf» — " ' rf« — "• 

Le cdcul donnnera: 
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L*(g^ii) gjng'cosg ^^ L-{B'^A)X 1 ^ 

"— C(itfcos«-iV8iiie) "" C.(M-iVA>>(l-h;i>)» P^^*" ^*°8« — ^• 
Si Ion reporte la valeur de A« ou 8 diSiDS Fune des deux premi^res öquations obte- 
nues, apres y avoir remplac^ D, n par leurs significations, on obtienl apr^s toutes 
les r^ductions: 

AMil+X^-^BN.X.iX + X^ = 0, partant fang« = A = ^; 

d oü Ton coDcIut la Taleur de u donnöe plus haut. Mais une m^me valeur de X 

donne cos« = ip^f—^j, gfas = ± y^j:j;^ : 

L(^B^J)X HB^d)k - ^ 

" — C(Af-iVi)V(l + A*) ' " •^~C(M-ÄA)V(l + i»)- 
AiDsi Fangle r a deux valeurs: 1 une r', lautre r''» supplömeotaire <le la preroi^. 
II existe donc deux axes» donnant pour la force vive une extrtoie grandeur: Tua 
(<, rO» et 1 autre (<> r'') compris dans le inline plan projeiant. Les cosinus des 
angles du premier avec les axes Goordonni§s sont donn^s par les fonnule» du ($*4X 
d^ja cite'es; ceux du second seront au contraire: 

et puisque le premier est Taxe de la force vive maxima^ le second doit 6tre Faxe 
de la force ?ive minimal Fexpression de cette derniire aura la valevr 



/•^^V r^ / w^ \C~B'- d) 



dont la diffi^rence avec le maxiflaum 

se reduit a lexpression B^CN^+ACM^^AB.i}*^^^ 

Si Fon substitue la valeur de X obtenue plus haut, dans la seconde i^qua- 

tion en D et n, on obtienl pour u IVquation suivante du second degr^ pour 

cos «= A| sins ^^ g' 

, {B^A)gh.L _ (B^Ä)gh*(Mg^Nh) AV^Bg^ 
^ ~ (Mh-^NgyC-^ — CiMh'-Ng) ~ C 

Or si Ton ^gale h z6to le second membre de celle^ci, on retrouve pour A la va- 
leur deja obteaue ; de sorte que ce membre est nul en effet LVquation en lA 

u, donne donc pour u les deux valeurs u' = Jc^A'-TMrt • «t w** = 0, 

dont la premiere est identique ^ celle qu on a d4]h obtenue» Quant h Faulre 
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u^ ssO, corome la diffi^reDtiation a fourai DL=:nC.u, u =: u'' = 0, don- 
nerait H, £ = 0; partant D = 0, oa £ =s 0; et comme il est iropossible d avoir 
D == 0» il s'ensuit que la Solution u = est seolement admissible pour L = 0* 
Mais dans ce cas m^me eile est snperflue, puisque Tautre valeur plus generale de 
tangr devient nulle avec £ sa 0. 

Aiitre 4rfiM«ii«tratl«m 4e« fenttdeii die twmnmtmwmkmtämmi diu f. &• 

Goncevons par la point fixe (p) d un solide trois axes coordonn^s rectan- 
gles 0X9 oy^ oz que l'on puisse fixer tour-ä-tour dans le solide, comme v^ritables 
essieux de rotation successifs. £n un point quelconque (A), interieur ou exte* 
rieur, mais solidaire avec le corps, faisoos agir une force tc, qui fasse avec les 
axes coordonn^s les angles X, ^v; tirons la droite O^, et faisons en outre 

Les coordonn^es du point A seront d*apr^s cette notation: rcosi^) rcos<f, reoaf. 
En dösignant par £,A^, Mies moroents de ic autour des axes respectifs Oz,Ox,Of, 
sendus fixet successivement, nous aurons: 

L s=s 9r.r(cos^cos]7 — co8A.cos(f) 

jy = ^.r(cosv,oosrf— oos^.cosÖ 

M = 9r.r(cosX.co8g— eosv.eos^). 
Soit dans le plan principal» form^ par (o) et par ligne d action de la force, qu'on 
nommera AiCp 9 Tangle compris entre OA et Ait. La valeur /u du moment 
principal sera donc ^.OA, mny ou Trr.siny. Mais d apres ce que Ton sait 
par la notion fondamentale de la thöorie des moments, ce moment principal doit 
avoir aussi la valeur 

/x=l/(t*+iV*+JIf *)= wr.|/[(co8/ico8jrcasAcog(y)*+^^ 

On aura donc par suite de cette double valeur de ^; 

rin*q> = (oos/xeoa^— cosAcos^)*+(oosvooacr— oos/irx)SÖ*+(coiAoo8S— coßi^cog^^^^ 

Soient g, h^ k les angles de la normale au plan principal (OAie) avec les axes 

coordonn^s : on aura par la theorie connue : 

N ^ M , L 

^^S = 11 f oosÄ = - : cosÄ = -. 

Substituant daixs celles-ci les valeurs de N, M, L donn^es plus faaut^ et rempla- 
Cant fi par sa premiere valeur ^r.r.sing), on en deduira imm^diatement; 

cocv-cosd — co8jii*co8^ cosAcos^^ COSVCOSf; , 

^^8— 5S^ • cosÄ= ^^ , cosAr=etc. 
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Et feiles sont bien les ^quatious de coDdition g^n^rales que Tod avoit en vüe: car 
il est permis de considerer les lignes O^, Cht comme deux droites arbilraires qui 
se coupent ou se croisent sous un angle quelconqueg), tandis que la troisieme di- 
rectioQ (;, h^ h) est normale a leur plan, ou les croise toutes deux ä angle droit 
dans lespace. Cest ce qu on peut exprimer en disant qu*une direction {g, h, k) 
croise a angle droit deux autres directions rectllignes (A^ /u.,v){fi, d, ^); et d^s 
lors on aura toujours: 

6io 9 . cos^ =s cosi^cos d — eos /u. eosj; ; 

Le deux autres formules n'ont pas m^me besoin d'^tres ^critesi puisquelles 

ntfsultent de la premi^re par la mdthode de l'echange progressif ou regressif des 

lettresy qui consiste k avancer d un rang pour chaque lettre, quand on veut passer 

d une premiere formule a la formule aoalogue« Dans sa seconde Edition (Paris 1833) 

Poisson indique en peu de mots (t. I. p. 37 — 38) cette nodthode quil nomme la 

permutatton tournante, par la raison sans doute que quand les derni^res lettres 

sont ^puisees, il faut revenir sur les premieres, et considerer Celles- ci comme la 

succession des autres, de m^me que Ton revient finalement sur son point de d^- 

part» quand ou parcourt une circonference de cercle. Hais nous devons a la v^ 

rit^f de declarer que Monsieur Pagani a d^jä employö cette m^thode de la 

permutation dans ses le^ns ä l'Universitö AtLidge avant la publication de Fouvrage 

dePoisson^ et ilparait que le memoire ou il en parle, a paru aussi anti^rieurement 

i cet ouvrage» dans la collection des mömoires de lacademie de Bruxelles 1833. 

Quant ä nous, sans avoir ögard ä ce que Poisson dit de cette methode, dont il ne 

fait pas d'ailleurs usage, et sans connaitre la maniere de Mr. P^ig^am' autrement 

que par oui-dire» nous avons pris de prime abord notre point de depart dans les 

moments de rotatibn des forces, en plagant loeil d'un observateur fictif successi- 

vement sur les trois axes coordonnis positifs, et en convenant de prendre comme 

positifs les moments des forces qui alors tendent a tourner de sa gauche vers sa 

droite» et par consequent comme nögatifs^ ceux qui tendent en sens contraire, dans 

la supposition que cet observateur regarde ä cbaque fois dans langte de deux 

axes coordonn^s positifs. La Convention contraire est ^galement permise; c est 

m^me celle que nous avons adopt^e dans quelques N^* de ce memoire. Mais 

pour ^viter des erreurs de signe et des rösultats contradictoires, il importe de ne 

pas changer de Convention dans le courant d'un m^me calcuL Sans doute on 

pourrait se passer de Tid^e de faire intervenir ici un observateur fictif, et dire 

simplement, par exemple, quune rotation sur laxe or est positive quand eile se 

fait de j? positif vers y positif pour toute mol^cule situee dans langte di^dre 

Crelle*« JuiirD«! f. d. M. Bd. XUII. Hefl 3. 29 
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zoXf zoy\ etc. Mais od öprouverait ainsi plus d'embarras a definir laxe de ro- 
talioQ daas le cas oü ce ne serait plus Tun des trois axes coordonnös; ce qui dans 
lautre cas ne presente aucun embarras. £n effet, la direction de cet axe/ä partir 
de rorigine, sera la droite sur laquelle il faut placer Toeil de Tobservateur fictif» 
pour que la rotation se fasse de sa gauche verssa droite dansla partie superieure 
du corps. Dans la supposition de la premiere Convention, k partir d'un poini 
donn^^ de lorigine,^ une droite a toujours deux directions, ou plutot deux sens 
d'action, diam^tralement opposös, Or quand la rotation doo solide se fait autour 
d'un teile droite originaire, laxe de rotation sera celle de ces deux directions sur 
laquelle il faut placer Toeil pour obtenir un mouvement de gauche ä droite, ou 
une teile tendance au mouvement. En prenant les choses de ce point de vue^ 
on retombe nicessairement sur la rigle mnSmomqiie de Mr. Pagani; et le r^- 
sultat obtenu ci-dessus par les moments, suffit pour prouver quelle est applicable 
aussi aux formules connues de transformation des coordonnees. Ce rösultat sup- 
pose que les moroents positifs soient ceux qui tendent de gauche ä droite. Pour 
s*en convaincre, reprenons la valeur de IV, mise sous la forme jy= ic.cos^.reosd 
— Trcos/a.rcos^, ou iV=wcos^.y — wcos/a.z; (o;, y, z) ätant les coordonn^es 
du point d application de la force» Le second membre exprime donc ävidem- 
ment le moment de tt autour de oa; de gaucbe a droite. Dans la Convention con- 
traire les seconds membres des valeurs de sin^.cos^, sin^cosA, sm<pcosk chan- 
geraieot de signes ; c est qu'alors aussi laxe normal au plan prindpal aurait une 
direction diametralement opposde ä la direction primitive, 

Rdmarque sur la formale pricidente. £n multipliant par r les deux 
membres de Fe'quation qui donne sing), on peut la mettre sous la forme 

(I.) r'siiiV = (coi/a.x — co8^.y)*+(eo8i^.y — cos fJL.tf + (cosX/.z — cosv.x)l 

Mais les equations de la ligne droite Atc qui marque le sens d'action de la 
fo'ce IT, sont: 

(2.) cos/a.x — cosX.y =;?; cosv.y'^eos/U'.z = q, cos^»z — coMV.a^ =: r> 

avec lequation de condition entre constantes, et toute analogue h celle d^une r6- 
suUanle: p »cosr + qoos^ + r .cos ß = 0. De plus, pour reconnaitre la signifi- 
cation gdometrique des quantites/;, 9» r, noromons r Tinclinaison de An sur le 
plan xy et e Tangle de sa projection sur ce plan avec laxe ox^ «' langte de cette 
projection avec laxe oy: on aura: 

cosfi^x — coss.y =/^'> 
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pour P^quation de la projection, /^'marqaant la perpendiculaire tiree de lorigine 
sur la droite projetee; partant aussi: 

cost'.oosr.^ — cosa.cosr.y* = p'ooßr 
ou cos/a.o? — cosX/.y = p'cosr. 

Od Toit par I& qnep est la perpendiculaire/?' reduite dans le rapport de cos r ä 1. 
Cest donc ce qu on peut nommer^ pour abröger, la perpendiculaire reduite, tiree 
de rorigine sur la droite projetee. Mais les equations (1) et (2) donnent: 

r^sinV =;>' + 9' + r*, 

c'est-&*dire que le carre de la perpendiculaire, abaiss^ de Torigine sur une 
droite dans lespace, est ^gale h la somroe des carris des perpendiculaires rddui- 
tes, abaiss^es du m^me point sur les projections faites de la droite sur trois plans 
coordonnös rectangles du point fixe* En nomnaant r, 7^, 7^* les inclinaisons de la 
droite sur ces trbis plans (xjfj yz^ zai), ttp\ if^ #^ ces perpendiculaires elles* 
ni^mes, on peut faire encore : 

r'sto V = )K?'*cosV + ^'•cosV + r'.'cosV. 

Gs r^sultat a et^ d^ä exposi dune autre maniere dans le Journal de math^matique 
de Mr. Lumbale. Ce que 1 on vient de dire dans les remarques pricidentes, 
tend i proaver qu'il faudrait peut-£tre changer tout le Systeme de notations de la 
g^mjtrie analytique, et les tnettre mieux en harroonie avec Celles qu on est obligi 
d employer en m^nique. Il en resulterait plus d^onit^ et plus de facilite dans 
les moyens de recherches de Tone et de Pautre science} et Ion ne serait gu^res 
expos^ i devoir refaire ce qui est dejä connu sous une forme difKrente. 

Yoici une autre propri^^ göomötrique^ ä laquelle m^ne immödiatement 
Pidee micanique du moment d'une force. G>nsid^rons un corps solide, pourvu 
d'un axe fixe A'A'' et soumis a Faction d^une force F qui croise cet axe sous un 
angle quelconque. Le moment principal dejP, relatif ä un point fixe(O) de laxe 
A*A'\ sera F.ok^ ok d^notant la perpendiculaire abaissöe de (O) sur F\ et 
d'apres le principe fondamental, F.ok ^tant muItiphV par le cosinus de Fangle 
entre A'A'' et laxe OA, normal en (O) au plan (O^jF), donnera le moment de 
^autour de A A'\ Ainsi le produit F.Ok.cos{A()A') exprimera ce moment, 
quelle que soit la position de (0) sur laxe AA'^. Et comme la valeur de ce mo- 
ment ne doit pas dependre du point choisi, ni varier quand la force ne varie sous 
aucun rapport, il s^ensuit que la quantite purement gcometrique ok.cos^AOA^ 
est constante, et quelle ne changepas, quand on deplace (O) sur Taxe donnc 
d'une maniere quelconque. Ainsi^ en abaissant d'un point quelconque dune 

29* 
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droite donnde dans lespace, one perpendiculaire sur une seconde droite donnde, 
croisant la premi^re, elevant ensuite une normale au plan dötermine par le point 
et par la seconde droite: le produit de la perpendiculaire ainsi tiröe» parle cosinus 
de Fangle compris entre la normale et la premiere droite, est une quantite constante 
qui ne varie pas avec la position du point sur la droite. 

Rimarque sur le §.2. Une autre mani^re d'envisager la composition des 
moments des forces r^sultera de la Solution de la question suivante: 

Question. Etant donnö le moment principal d'une force, relatif a un point 
fixe (O): de'terminer son moment principal, relatif li un nouveau point fixe (O). 
Tirezla droiteO^tf; par(0) menez une parall^leOQ k la ligne d'action de la force 
donneeJP: de^» que Ton supposera au dessus du plan (o, J^) qui renferme OQ, 
abaissez la perpendiculaire ^Q sur cette parallele. En Q, dans le plan (o,F)^ ile- 
vez sur OQ une perpendiculaire QP qui coupera F en P\ tirez AP qui sera 
aussi perpendiculaire ^ F (car par construction le plan AQP, etant normal ä 
OQ, le sera ä sa parallele F). Le triangle AQP donne: 

AP" :ri AQ^ + PQ'-^AQ.QP.eosAQP. 

A 

Mdis AQP mesure Finclinaison du plan OAQ sur le plan principal primitif. En 
disignant donc par /cette inclinaison, par q) Tangle du rayon vecteur 0^=r avec 
la ligne de F^ ou avec la parallele OQ, on aura: 

{F.APf = {F.AQr + iF.PQf-2{F.AQ){F.PQ)coHl, 

c*est-^-dire que le moment principal nouveau est le troisieme cdtö d'un triangle 
dans lequel les deux autres son respectivement egaux au moment prindpal pri* 
m\\\( {F.QP)^ au moment principal de la force, ramenöe parall^iement ^ elle- 
m^me au premier point fixe, par rapport au nouveau point fixe, tandis que l'an- 
. gle compris entre ces cdtis est l'angle des deux plans {0,F){OAQ). Soit fjf le 
moment nouveau, et ^lancien, on aura en notations analytiques: 

fi"^ = fj?+ (F.r.siny)'— 2^, (Fr sin cp) cos/: 

resultat auquel on pamendrait aussi par des transformations analytiques, mais 
d'une maniere bien plus longue. On nobtient que des resultats övidents ä 
lavance dans Thypothese que le nouveau point fixe soit sur le plan principal 
primitif, a Finterieur ou ä Texterieur des droites F et OQ: 
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§. 9. 
HoiiTCiiieBt natoSAiit lies corps sollcles parfAitement lllbres« 

Dans ce qui pr^c^de nous avons considörö le dSpIacement instantanö d'un 
Corps solide, pourvu dun point fixe ^ comme le rdsultat nöcessaire d^une ou de 
plusieurs Forces donoees; et en admettant la nature göometrique de ce mouve- 
roenty nous avons cberch^ & caracteriser par des formules generales les effets dy- 
namiques instantan^s des forces. Nous allons consid^rer de ce m^me point de vue 
le d^placement infiniroent petit des solides parfmiement Ubres\ car la question 
purement g^omdtrique qui se rapporte ä ce cas, se trouve d^jä resolue par les 
travaux d'£uler et de Lagrange. Il est vrai que les deux beaux th^oremes de 
Mr. Chasks ne laissent pas de jeter une noovelle Tumidre sur cette mati^re. En 
Toid d'abord Tdoonc^. 

l)Tout d^placement infiniment petit d^une figure plane dans son plan, n*est 
autre cbose qu^une rotation instantan^e de tous ses points autour d*un seul et 
ro^me centre que Ton obtient par Tintersection de deux normales aux chemins 
eldmentaires decrits par deux points quelconques de la figure mobile ^J. 

2) Tout roouvement infiniment petit d*un corps solide, que Lagrange 
reduit a un mouvemeut de translation et de rotation 9 se reduit toujours d^apres 
Mr« Chasles ä celui d*une vis dans son ^cru parfaitemeut fixe. Le cas particu- 
lier oü le pas de ce mouvement bdigo'ide de cbaque point serait nul, rentre dans 
le cas du^remi^r th^oreme, puisqualors cbaque section mateVielle du solide se 
d^place, Sans sortir de son plan primitif. Jusqua ce jour on s'est occup^ diffe- 
remment et a diverses reprises de ces propriet^sr^marquables; etsi nouscroyons 
devoir les aborder de notre cote, cest dans le bul de faire ce qui n'a pas ^e fait 
encore: d envisager la question du point de vue gSometrique et micanique ä la 
foisy de mootrer la dependancc de ces propric^tes avec le principe de la compo* 
sition des mouvements,,de les en deduire comme consequences, et d'exposer les 
formules qui lient les espaces de translation et de rotation aux forces qui les pro- 
duisent, et ä la quantite de matiere et aux moments d^inertie du solide. Tel sera 
Tindespensable complement aux notions exposees prec^demment. 

Si avant le d^placement virtuel d'une figure plane dans son plan , on la 
fixait par son point d'inertie ou par tout autre point, on pourrait toujours la faire 



*) Mr. Pancelet a indiqae qaelqaes ipplications remarqaablet k la mecaniqae indualrielle , de 
cette propriele, dans son coart de luachines h Tecole de Metz. 
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tourner sur ce point ci'une rotation ^^mentaire convenable, pour lui donner 
une Position homothStique avec la position infiniment voisine qu^elle occupe 
apres le d^placement. On pourra donc amener aussi la figure primitive sur la 
figare qui a vari^ de position par une simple translation e'Mmentaire commune 3i 
tous ses points, et parallele i la direction de la droite qui Joint le centre d*inertie 
primitif au centre vari^. Äinsi, tout d^plac^ment total de ce geure est P^quiva- 
lent de deux mouvements infiniment petits, successifs ou simultanes; Tun de ro/o- 
tion^ Tautre de translation« Seulement dans le cas de la succession» chaque poini 
de la figure propos^e d^crit en realit^ deux chemins: Tun de rotation, et l'autre 
de translation commun k tous les points; tandis que dans les cas de la simultanste, 
chaque point doit d^crire un chemin unique» diagonale du paralldlogramme con* 
struit sur les q]bemins partiels. Dans Tune et Tautre Hypothese le d^placement 
final est le m^me » et en ce sens il est permis de substituer fictivement les deux 
mouvements simultanes k leur succession. Or soit (Fig. 5.) j4 un point quel- 
conque de la figurei et assujettl k ddcrire & la fois la translation ^j9, et la rotation 
AC. II d^crira donc d^iprSs le principe connu, la diagonale AD du parallelo- 
grammejB^CD, qui pari du sommet A^ et Ion aura: 

Aiy=sAS^+AO+2AB.AC.toB(,BAC). 

Dosignons par d^ la rotation Himentoln dont il faut faire tourner la figure 
iur son centre dlnertie I, pour avoir la siimlitude de position dont il s^agit, et par 
dp le chemin de translation corresponJant« En prenaut Al^=:r^ on obtient pour 
le chemin r^sultant de A: 

. AD'^dp'^f^d^+^dp.rdlet^iBAQ. 

Pour un autre point quelconque A' de la figure on obtient encore: 

A'D^^dp^ + r^d^+2dpyd^.co§{B'JC'); 

A^B\ A*C exprimant ses chemins partiels, et la translation dp ne changeant pas 
d*un point \ un autre; r^ exprime la distance de A' au centre d*inertie (I)» pris 
dans une position quelconque. Mais quel que soit le deplacement produit, ou le 
mode d action des forces et leur intensite, il doit exister un certain rapport fini en- 
tre la translation dp et la rotation angulaire di^, lequel ne change qu avec le 
mode de deplacement. Ainsi, dans chaque mode on doit faire , ou avoir du 

moins le droit de faire: dp = ^.d^\ ce qui donne, en nommant^,^^'^^^^ 

les differents points de la figure, pour AD, AD', A"D'^ leurs chemins 

resultants: 
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^'D^ = (^« + 1^ + 2KQ.cosJB'^'C)rf^ 
j4''D"^ = (^^ + j^'' + 2f^\q.eosB''A''C')d^. 

Or OD peut toujours construire ud triangle avec les loogueurs cens^es connues r, ^, 

€t avec UD angle o) = 180 -^ BAC^ et le c6t^ r, oppos^ ä cet angle du triangle, 
aura la yaleor donnee par IVgalit^: 

Si Ton fait la m^me Operation avec les donn^et 9» r^,ua^ ss: 180— B'A*^C 
etc. «*••• etc.» et qu*OQ donne k Ions cei triangles la base communtf q, on aura: 

AD^t.di , A'D':^ xfdi ; ^^D" = t^'d^: etc. ; 

et les quantit^s t, t^ €^ exprimeront ^videmment les distances des ^^ments 

Ay A\ A*' k une in^roe extr^mit^(O0 de la base commune /O = 9. Car en 

lirant lA au point ^ et joignant Ak (y^ oxk obtient le premier triangle prescrit, 
puisque AIO = GAC = 180^ — ßAC\ comme cela doit ^tre. De plus, je dis 
^ue A(y est normal k ADl car comme on a J JB = Jjp = q. J4 = ICy.d^ et 

AC = rdi, on aura AB:BD(= AC) = /0^•/J; et Fangle ABD = GiC = /• 
doDC Ie6 deux triangles ABD^AICy sont semblables; ce qUi donne Tangle 

a7gu en (O) egal ä BAD. La somme des deux angles BAD+ GA(y, valant 
parconscfquent un angle droit, il faut que AO" et AD soient ä angle droit: le- 
l^meot circulaire, decrit de (O^) comme centre avec un nytmOA, est par conse- 
queut dlrige suivant la droite AD^ et il vaut AD m£me, si on le fait correspon- 

dre a fangle AO'D =s dfX; et comme on a ohXenn AD =iA(y Mi, il sensuit que 

dX := J4f partant que tous les points A, A\ A*' non seulement se meuvent 

instantanement autour dun m^me centre (0^ ; mais qu^en outre leur rotation e1e- 
mentaire autour de ce point est la m£me que la rotation el^mentaire qui est 
requise autour du ^entre d'inertie, pour obtenir la similitude de position dont il 
s^agit plus haut dans Thypothese des mouvements partiels, successifs. Les con- 
sid^rations pr^cedentes, fond^es sur la composition des mouvements, doivent donc 
Itre bien conformes i la nature m^me du sujet, puisqu elles fönt m^me ressortir 
une propriete que le th^or^me cite nVnonce pas. Faisons r^marquer aussi que 
ce premier th^oreme pourrait ^tre aisement d^montre encore par le moyen des 
superpositions g^om^triques. On commencerait dabord par le cas d*un triangle; 
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Son Ton conclurait imroödiatement le cas gineraL Mais il convient de renoocer 
a ce inoyen, tant que 1 on ne trouve pas une demonstration directe et analogue 
du second ih^or^me. Or nous ignoroDs si une pareille demonstration a ^t^ jamais 
donn^e; ce n^est qu apres lavoir vainement cherch^e nous m^mes, que nous nous 
sommes decid^ ä admettre le thöoreme d'EuIer, relatif au cas d*un solide h point 
fixe, pour en deduire 1 autre propnVt^. Cette marche du reste nous semble par- 
faitement convenable et m^me la plus convenable dans les recherces nufcahiques 
et dans Tenseignement de la science« Car un thtforeme, quel qu*it fdt ne saurait 
dispenser d y recourir aux formules analjtiques qui pr^parent la voie h la Solution 
dune foule de questions« en m^me temps quelles demontrent les propri^tifs dta 
deplaceroents infiniment petits. Ce-ci pose, voici de quelle maniere on peut par^ 
venir a ce second th^oreme. Quel que soit le d^placement infiniment petit d*nn 
Corps solide d'une position P dans une position P*, on peut toujours par un sim- 
ple mouvement de transport amener d'abord le centre d*inertie(/) du solide, con- 
sidcre dans sa premiere position (P), sur le centre du corps consideW däns la 
position P^. Mais d^s lors les deux solides (P) et (PQ devront avoir deux queU 
conques de leurs points homologues infiniment voisins. Gar, par hypotbese, le 
deplacement gen^ral n est qu infinitesimal , et le mouvement de transport dont il 
s'agit na pu qu'augmenter ou diminuer de quantites infinitesimales la distance de 
deux points homologues; il faut donc qu apres ce transport ^lementaire^ on puisse 
amener Fun des deux solides sur Tautre, par un simple mouvement infiniment 
petit sur un seut et m^me point dcfja commun, qui est donc comme un point fixe, 
Or un tel mouvement d'un solide nVtant d'^apres le th^oreme S Euler, qu^une ro- 
tation instantan^e de tous %t% points, il s'ensuit que Ion peut tou)ours op^rer la 
superposition de P avec P', par le moyen de deux mouvements successifs : Tun 
de translation, commun i tous les points, et lautre de rotation. Ainsi, tout de- 
placement infinitesimal d un solide libre n'est autre chose que le resultat de deux 
mouvements, Tun de rotation^ Faulre de translalion , successifs ou simuäänds* 
Mais le second de ces mouvements, commun ä tout les points du solide, peut se 
decomposer en deux: Fun suivant Faxe d'ebranlement ou d» rotation, Fautre sui« 
vant la ligne d'intersection du plan des deux axes avec le plan de rotation ; de 
sorte que chaque point du corps peut dtre regard^ comme anim^ d un mtoe 
mouvement de transport parallel ä Faxe de rotation , et de deux autres mouve- 
ments diriges dans un plan normal ii Faxe, Tun de rotation sur oet axe, et lau* 
tre de translation dans le plan. Mais d'apres ia premidre propri^t^ dcfji d^mon- 
tree, les deux derniers mouvements doivent se composer, pour chaque section du 
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solide norniale h laxe, en uo seul et m^me monvement de rotation ele'mentaire 
autour d'an axe parallele a celui-la; et'tous ces axes paralleles doivent former un 
axe unique; car tous les centres(o'. o'^•) se construisent cornme dans la premiere 
question, et par les m^mes quantites finies et infiniment petites. II sensuit de 
la que le deplacement se re'duit h un mouvenient de rotation autour d'un certain 
axe (o% o^^f et h un mouvement de transport le long de Taxe, et que le chemin; 
decrit par chaque point mobile nVst autre qu un e'lement de spirale cylindrique, 

Toutes les spirales te trouvent sur des surfaces concentriques a Taxe, et 
ont le m^mepas. Ce r^sultat demontre'en mime temps, que Ton obtient toujourt 
la m6me direction pour Taxe de rotation, de quelque fa^on qu'on choisisse les 
mouvements fictifs et partiels, cest-ä-dire quel que soit le point du solide (P) 
que Ton ameoe d'abord sur son homologue de (JPO9 P^^^ opi^r^r ensuite la so- 
perposition des deux solides par une simple rotation instantanee autour du point 
comäiun aux deux corps. 

Ce-ci pose, en admettant les conditions dVquilibre de plusieurs Forces ap» 
plique^es h un corps rigide, et faisant observer que quand des forces sollicitent un 
Corps libre, il y ä equilibre entre les actions et les re'actions d'inertie, on est amene 
imm^diatemeiit h la loi du itoouvement du centre d Inertie expnniee par des ^qua- 

tions de la forme JS'X — JS'm.-j^ = etc , qui permettent de conclurc que 

quand des forces sollicitent un corps solide libre et au repos» le centre dmertie 
se meut de la mtime roani^re que si les forces y iftaient ramen^es parallelement ä 
elles-mimes, et que la masse entiere y tut condens^. De plus, le mouvement 
total de cbaque aiUre point du solide peut £tre remplace par deux mouvements 
partiels: Tun egal et parallele k la translatioii instantanee du centre, Fautre 
egal au second cöt^ d un parall^Iogramme dont le mouvement total est la diago- 
nale, tandis que le premier cöt^ est igal et parallele a cette translation. Soit B 
la re'sultante de transport des forces appliqu^es au corps, X^Y^Z ses composantes 
suivant trois axes rectangulaires fixös ideals qui ce coupeot au centre d'mertie /, 
et avec lesquels co'incident par exemple les trois axes dmertie, consideV^s dans 
leurs positions initiales. Soit (10) Faxe dVbranlement ou de rotation autour du- 
quel tournent momentanement les differents points, en m^e temps quils decri- 
vent des chemins de translation dgaux et paralleles, et Ci,J?i,^i les angles de 70 
avec les axes coordonn^s Ix, fy, /c, respectivement; jR' la projection rectangle 
de R sur I'axe 10: on aura: 

R' = iJco^(Ä:/0) = jr cosCt + YcosB, + Z. cos A,. 

Crelle'f Jounial f. d. M. Bd. XLIII. Heft 3. 30 
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Mais quand un solide libre tourne instantanement sur un axe /O, rien ne syarait 
itrt cfaange k sa rotation, ni a la direction m^me de laxe, si on en rend le centre 
fixende Sorte que les valenrs de Ci,Bi,^i sont encore les in^es qae Celles quoD 
a donn^es au (^. 4) ; et Ton aura par cons^quent . 

N.X MT LZ 
^ —^..K^ ß'K^ C-K' 

De plus, ea nomraant dp le chemin de traoslation de (/), d^rit dans le seas de 
laxe 70 et /u la masse da solide, oa a: 

dp = J.d/».- = i. dfi. { f,.^.B.C:K ) ' 

Tel est Fel^ment do pas d» toutes les spirales cyliodriqaes. Concevons 
inainteoant en / un plan P^ßxe, idial, perpendiculaire ä Taxe central 10* Pour 
avoir la position de laxe de toutes Les spirales, que Ion sait d^ä devoir £tre pa- 
rallele ä 10, il sufHra de calculer lea coordonn^es de son point de rencontre avec 
(P) qui a pour 6quation ; 

(P.) cosCi.X+cosÄir + cos^i.Z=0. 

La translation/jP, qui coupe io en 1\ se d^compose en deux: Tune £^ suirant/O» 
et lautre dp' suivant la ligne d*inti>rsection IR' du plan 011' avec le plan (P). 
En nommant R" la composante de *R suiTant cette m^noc Kgne IR"y on aura: 

R' = Äcos(Ä,/Ä'^) = Beof(7'/Ä'0» et dp' =:\dt\ *???^^. 

On voit que pour avoir dp\ 3 faut ^?aluer eonCRlRO en fonction des donn^es 
immtf diätes de la question. Noimnons a, ß^ y les angles de IR^' avec les axes 
coordonn^es: on aura 

Rcos(KIK'^ = X.cosa+rcosß + Zeosy^ 

et il faudra ^valuer les angles cL,ß,y,» Mais on peut se passer de cette Evaluation, 

s'il s'agit seulement d'obtenir la quantite' cos(^^'/il) = sin(0/fi). En effet, les 
deux directions io, il' ouIR, faisant avec les axes coordonnEs des angles CiBiAi 
et des Cosinus d angles XiR^ ¥:R, Z:R, on a par ce qui est dtfjä demontrtf: 

R\m\Rto) = [(rcos^i-ZcofJBOM^cosQ-Jrcos^JM-S^cosBi-rooaC^ 

ce qui donne pour dp': 

j / 1 j^ VKrcosili — Zcosi?i)«-f.(Zco8Ci — jrcosil,)*-f-(Xco*i?i-rcosC)r] 
dp —li.df.' ^ ; 

oü Pon na pliis qy^Ü* substitvter les valeurs de cosCi, cosfii, cosili; ce qui foumit: 
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Concevoos par /dans P une droite (a'/J^yO ou /o, normale au plan (ib, /Ä), on 
aura par ce qui est dejä connu : 

^ eos y^i — -jj 00» jBy : sm(-Rfo): 

cos^ = (if cof Ci — 'j^eo$Ai^:s\n{Rio): 

eogy = (^ cos 5| — g. cos C^y : giii(/Üb)* 

Mais on obtient par le ni^me prindpe, ä cause de la direction (aßy)^ äk la fois 
normale h (io) et k (a^ßY)* 

cosa=: cMAx.ß* — cosJBi.y 

cos/3 = eoiQ.7/ — cos^i.a' 

cosy = cosjB|.a'— cosCi-i^, 
et en substituant dans celles-ci les yaleursjde a\ß'^y% on obtient pour a,ß,y: 

X(ooB^Ai + cos* Bi) — cos CiiTcosSi + ZeosAi) 
^»^= Rün(Bio) 

r(cos* Ci + cos* JQ — cos i?i(Zcogi<t + 3Ccos CQ 
^^P= iZsin(A/o) 

Z(cos*gi + cos* Ci) — cos A (Xcos Ct -f* Fcos B,) 
cö»y= Asia(Afo) 

On peut donc dire que les angles a, ß^ y sont connus en fonctions des 
donn^es imm^diates de la question , et paralUlement aux trois ^\t% coordonnes 
les valeurs de dp* se reduiront k dp^ ca§a, dp' cosß, dp^'cosy* Mais la rota- 
tion ^lementaire d^ autour de Taxe central io aura la valeur totale 

Si donc on denote par (jx^ y, z) les coordonnes d*une mol^cule quelcon- 
que, les variations de coordonnees dües a d^^ seront, d*apres ce qu'on sait, et 
comme on peut aisement leretrouver: 

(zcos-ßi— ^cosili)^^ ; (xcos^i — ÄcosCi)^/^ p (ycosCi — a:cosJ5j)rf4 
Mais le mouvement circulaire de chaque point dans le plan P, ou dans un plan 
parallele, peut se cömposcr en un mouvement uoique, avec la translation dp* 
dans ce m^me plan, et parallele a la ligne IR': or la projection du mouvement 
r^ultant, qui est une diagonale de parallelogramme, doit valoir la somme alge- 

30 • 
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brique des projections des deux cbemins partiels sur le m^me axe Ix, iy^ it. 
Donc la Variation d'abscisse, subie parle point place' dabord en ^^y^^z^ doit 
valoir la somme des projections du chemin circulaire et de translation dp\ et Ton 
aura par consequent pour les variations des coordonn^es, dües aux deux mouve- 
ments partiels d^, dp' : 

|5a? = (zcosBi — ycos A^d^ + dp' cosa 
rfy Ä (ircos-^i — 5 cos Ci)di + dp' cos ß 
6 z =(ycosCi — a:co$Bi)di + dp'tosy. 
On adopte la uotation dx, parceque Ton laisse de cöte la Variation partielle due 
au mouvement de glissement dp du solide le long de Taxe central. Pour s*assurer 
maintenant de nouveau que les deux mouvements d^, dp* peuvent se composer 
en un seul mouvement de rotation , il faut pouvoir trouver un axe exterieur ou 
Interieur du solide, pour chaque point duquel les quantites Sx^ 6yb Sz soient 
nulles. 11 est bien entendu qualors cet axe est ceose invariablement li^ au corps. 
On aura donc entre les coordonnees ^e Tun quelconque de ses points, si toute- 
fois la question est possible : 

({zcobBi-— yeo8Ai)di + dp' cosa=:0 , 
(x cos uli — xcoB C^di + dp'cosß = , 
(ycosCi'—zcosßi)di + dp'cosy = • 
U est facile de v^rifier que lune quelconque de ces trois ^galites est une 
suite necessaire des deux autres^ en vertu de la condition cosaco8Cx+ cos^cosJBi 
+ C087.00Sili ^= 0. On voit donc que la question de la composition des deux 
mouvements partiels d^y dp' de chaque point en un mouvement de rotation 
autour d un seul et m^roe axe commuo , non seulement est possible, mais qu'ea- 
core cet axe est exprim^ par les 2 ou 3 equations prece'dentes. Celles-ci montrent 
d^abord que cet axe est parallele h Taxe central {10) ou (C|£i^i); et pour avoir 
sa Position, il suffira de chercher les coordonnees de son point de rencontre avec 
le plan (JP). Si donc on d^note par PV la quantit^ totale par laquelle il faut 
multiplier |J/*, pour avoir dp', et que Ion römarque que d^=s\dl\K^ on 
aura au lieu des trois öquatioos precedentes, Celles - ci : 

W 
{zoosBi — j^cosil|)+ ^ cos a = 

(B.) / o-cosili — zcosCi + j^cos^ = 

W 
ycosCi-'XCOsBi+'j^cosy = 0, 
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et Ton trouvera aisdmeDt pour les coordonndes du point de rencontre dont il 

•*agil> les valeurs: 

W W 

a?i = 7f.(cos-Bjco8y — cof/^iC08^ , jx = |^(cos^iCOsa — oosCicosy) 

W 

On obtient la premi^re en ^imiDant (y, z)y la seconde en ^iminant (z, a^), et la 
froisi^e en cbassant (x^f). En procedant d*one fa$on difTörente» on trouverait par 
exempiejr, z sous dautres foraies encore Dans ces valeurs deX|,^^Zi on naura 
plus qah substituer ka^ß^y leurs expressions eo fonctions de (X, ¥, Z, Ci, Bg, A^ 
puls ä remplacer^i,Bi,C| par leurs valeurs en fonction des donnees, et les quantit^s 
^if^if ^1 s^ trouveront finalement exprim^es en fonctions des donn^es immediates 
de la question. De plus, les formules (J) inontrent encore que la rotation rösul- 
tante autour de laxe normal ä (F% au point (ociyiZi)^ est 6gale ä la rotation d£, 
autour de laxe central 10. 

Soient en eflet ^^,y,z' les coordonn^es d un point quelconque du solide, 
rapportö au point d'intersectioa de Faxe avec P: on aura y =:j^-y*|, z' = z-Z|, 
a/ =sx — Xi: partant Sj^ z=:8y — dy^ , Sz* = dz — dziiSx* = rfx — Sa^y 
Et en nomment dfX; la rotation autour de cet axe» on aura d*aprds les formules 
cpnnues: 

da?' = (z'cosJBi '-y'cosAdd'K, 

6y = (x'cos AI — z'cos Ci) dX, 

^z'ä (y'oos C, — a?'cosBi)dX*. 

Rempla^nl les premiers membres par leurs valeurs dx— dapg , et rtoarquant 

que dop^ = , d/i = » dzi =: , on obtient: 

cTx = (z'cosÄi —y'eo^A^d'KxSy = ..... , 6z = 

Substituant encore aux premiers membres leurs valeurs donnees par les ^quations 
(1)« reroarquant que les f^cteurs de dh se reduisent li 

z cos -ßi — J^ cos .4| — (zi cos J5i = jTj cos iii) 



on obtiendra les trois ^quations dont il sufBra d ecrire la premi^re, sous la forme 

jiuivante: 

(z Gosi^t ~y cos-^i) d^ + dp^ . cos a =s (zcos^Bj — y co84)riX— (Z| oosÄj— yiC0i4i)i/X*. 

Mais d*apres les equations (4) on a identiquement : 
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rf/>'oo8a + (z,cogÄi— yiCOS^i)rf| = 0, 

et eo substituant la valeur de dp'coBa, qiie donne la deroi^re^^ dans laTant-der- 
nidre, on obtient: 

{zoosBi — y oos 4i) (rf|— dK') — (2|C08 B^ — /| cof^i) («^l— <iX/) = 0, 
et comroe celle-d subsiste pour des valeurs quelconques de x^y^z, on doit avoir 
IVgalitd k z6ro du facteur d^^^dX, ce qui donne dX = d^^ et cest ce qu^il 
faliait d^montrer« H r^sulte donc de ce qai prccdde que les deox roouvements 
d£, dp* de chaque poiot mobile» se reduisent i une rotation unique dl egale k 
d^f ei que le dcplacement total de chaque point est un mouvement de rotation 
autour de Taxe en (pcifi z^, et un mouvement de transport dp parallele i cet 
axe. 

Rimarque I. Gomme les trois axes 70, IB!'^ (flU ß^t 7O ^^o^ rectangu- 
laires» il s*ensuit qu'on doit avoir: 

cosa' = conBicosy — cos^jcos/S, cos^ = oos^icosa — couCioosy, 

eosy = eoaCi €08^1 — cos i?,co8a; 

ce qui donne pourX|,j^|,£| les valeurs dune forme plus simple: 

W^cost/ W^cos/f W^oos/ 

^1 — JT » J^i ~ K ' ^* ~ K ' 

La distance du centre / i Taxe de rotation, oü le rayon de lelement circolaire 
decrit par I autour de cet axe, aura donc la valeur 

W 
Q = -j , d'oü X, 5= Q. oo8a^ yi = qcos^, Zg = qeo8y\ 

Cette nouvelle forme des valeurs de (xi,yi,Zi) prouve que ce demier point se 
trouve sur la droite (afß^y), normale en (/) au plan d^termin^ par la direction 
de la rösultante de transport et par Faxe central de rotation. 

Si Ton substitue encore une fois k cosa^ cos^» 0087' leurs valeurs don- 
nees plus baut, on obtient: 

TT rcos^i — ZcosJBt ff ZcosCi — Xcos^t 

^^~ ^ R.nn(RiO) ' '"* ~ Ä R.sin(RiO) 

__ ^ ReotiRJR'') R^anRW _ . -, n , 

car fT: K = jf— = — ^7-7 — . Les mconnues sont donc nnalement 

^limindes, et Ton na plus qua substituer ä cos C|, cos ^i.cos^j leurs valeurs con- 
nues; ce qui donne: 
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w 

De plas r^^ment circulaire dient par /, ou -^. <2X sera ä T^^ment £?/? 

du pas, dans le rapport de ^-\jr^'^ ä^Je) * ^^ ®^®^ ^P' — "^»^^ = ^^4 

= •]^.5Ar.l//* = \ Fr^dt\dp = 5rf'*(3^+ 5^ + ciK/' ^® ^"^ donne le rap- 
port demandö. Si les forces appliqu^es au solide sont dispos^es de fagon ä 
avoir leur risultante de transport situee k angle droit avec Taxe d el>ranlement 
central, on a dp ^ 0; le pas comroun des Clements beliciques sera nul; toutes 
les sectiont materielles ^ faites dans le solide normalement h I axe central de rota- 
tion, ne quitteront pas leurs plans g^om^triques fixes , et le döplacement gen^ral 
ne sera qu une rotation de tous les points autour d'un axe conmroun : c est lä le 
cas du premier th^or^me de Mr. Chasles. Si les moments de forces IV ML 
autour des axes coordonnös du centre sont nuls , ou si elles ont un looment nul 
autour d*un axe central quelocnque« on aura: x^ = 0, q^ssO, z^ =s 0; c'est- 
^dire que s'il y a rotation » r^sultante, eile ne sera possible qu'autour d^un axe 
central. Mais la forniule d^ = \Kdt^ montre quelle est nulle, puisque iSTss Q; 
pour A'sOy itfssO, £=:Oäla fois. Ainsi il ny a alorsque transport 
conamuD & tous les points. Mais horinis ces deux cas limites 9 le pas du roouve* 
ment h^icique ne sera ni z^ro, ni infini. Quand on aura a la io\%AMX^=^BNT, 
CNZ SS ALX, on aura aussi BLY = CMZ^ partant X| =: O9 jj = 0, Zi = 0, 
et dans cette supposition laxe de la rotation r^sultante, ou du mouvemcnt spiral, 
ooincidera avec Taxe d*Aranleroent central lui-m^me. Si Ton a A!^ =s 0, T =: 0» 
Zss O9 les moments N^ M, L restant quelconques, on obtient encore Xi = 0, 
y*! SS 0, Zi s=: 0, de sorte que Taxe de la rotation resultante coincidera avec 
Taxe central, et il ny aura pas mouvement de glissement; car dp = 0. 

Bdmarque IL On peut v6rifier aussi qu'un point quelconque mobile 
(,p) du solide doit d^crire un cheroin circulaire sur laxe (O' O'') normale ä P au 
point (^j^i^i)' A cet efTet on re'marquera que les variations de ses coordonnees 
(x'fY^fZf) rapport^es i lorigine (OQ et dues aux deux mouvements d^^ dp\ sont: 

rf.x' =s (zcosBi — yeo8Ai)d^ — (zicof j9i ^yicosAi)dX 

= izeosBi — yco8Ai)d^ — dp'oosa:6y* = ••••^ 6z' = 

Sioit r la distance de (p) ä Forigine, et predons ^ssreosX;, yzsreoBfi^f 2=reof r, 
y{67(/H6y'H8z'^)=i5s\ Delar^sulte: 
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Donc» en nomment 9 Tangle compris entre r et / O, et V, /^^ «/ ccux com- 
pris entre les axes coorcionn^s et une normale In au plan (r, iO)^ on obtient 

par les formules connues, et ä cause de dp^ = ^*^$* 

55'' = [r'sin'9) + ^ + 2rgin9.;ß .cos(//i;/^)]. ^S*. 

Mais en nommant (Fig. 6) // la trace du plan {r^IO) sur (P), et projetant/7 sur 

W 
It enp\ on aura, ^ cause de la position de (O') sur üf, et en prenant /O' = ^ • 

ös'^^(Jp'^'¥lO^-rI(y.Ip\cosO'iR').dt = p'0^.dt, 

ou Ss' = p'0.dl. 

Reste A prouver que le cbemin ds\ rösultant de dp* et dt,r^q>', est 
dirige dans un plan parallele a (PO* ^^ V^^ ^^^^ ce plan il a une direction nor- 
male ä la ligne^^O'. La premiere condition donne 

dx'. cos Ci + Sy^cosBg -*- 6z\ cos^i = 0; 
6quation qui se vörifie aisöment, si Ton reprend les valeurs de Sx^, iy', 6l\ 
Quant ä la seconde condition, eile donne: 

8x\:v' + 8f.y' + 6z'.z' = 0; 

equation que Ton v^rüie imm^diatement encore, si Ton a soin de reprendre les 
valeurs des variations sous la forme 

rfx' = (i'cosBi — y'cos-^O^I, rf/ = , Sz' = .... 

Rdmarque IIL II est ais^ de comprendre pourquoi dans la Solution 
generale de la question pr^c^dente , on a considere le mouvement de translation 
du centre d^inertie, et celui de rotation autour d'un axe central. Cest övidemment 
a cause que le centre dmertie se meut Japres la loi connue et döjä ^noncö plus 
baut. En vertu de cette loi on pouvait exprimer immediatement les quantilös 
dp, dp' en fonction de la rösultante de transport des forces^ ce qui n'aurait pas 
ete possible pour tout autre point du solide. De plus, comme la rotation partielle 
et fictive autour de laxe central reste la m^me« soit que le centre se trouve libre, 
soit qu il se trouve fixe, on obtenait par la immediatement, et par les formules 
memes du ($. 4) , la direction de cet axe. Si au contraire on voulait condure le 
mouvement r^sultant de deux mouvements parliels fictifs, correspondants ä uit 
points (O) et a un axe de rotation excentrique, la direction de cet axe resterait 
inconnue, parceque rien ne demontre que sa direction soit la m^me, que si le 
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point (O) 6tait fixe. Ainsi^ quand on dit que tout mduvement infrnit^simal dun 
Corps libre est une rotation et une franslation autour de son centfe^ on ^nonce 
une proposition vraie, niais qui ne lest pas exclusi vement ; puisque ce ne sont 
apres tont» que deux mouvements fictiTs qu'on substitue au mouvement resultant, et 
que cette conception est au moins possible en idce, de diverses mani^res, autour de 
divers points et axes quelconques, excentnques. Le celcbre theor^me de Mr.Chas^ 
les fait completement disparaitre le vague de tels önonces, en däfinissant nette- 
ment le niouvement r6sultant de chaque point du mobile« et nos explications 
saffisent pour montrer pourquoi il faut accorder h la conception du mou vement 
de translation et de rotation autour d*un axe central la pröference ä toute autre 
conception analogue, relative ä un axe exccntrique; alors surtout quon veut 
resoudre les qnestions de ce genre et d'autres, d^une roanidre compUte, sous le 
double rapport de la g^omi^trie et de la m^canique. On peut d ailleurs consulter 
louvrage de Poisson (T. IL p. 1$4« $• 436.) sur cette m£me matiere. 

lUmarque IV. Yoici maintenant encore une propriete r^niarquable qui 
resulte de l'analyse pr6scnt6e plus haut. Concevons laxeCO'O''), normal en (O) 
au plan (P), comme axe fixe et comme essieu sur lequel le corps puisse a la fois 
glisser et toumer: le mouvement h^licique dp aura evidemment lieu de la m^me 
maniere, que si Taxe ^lait solidaire avec le sc^Iide et qu'il Tut parfaitement libre. 
La rotation aura encore lieu de la meme maniere; car alors m^me que cet axe 
serait parfaitement libre, le solide s'ebranlerait spontanement autour de lui sous 
laction des forces appliquees. Or je dis que cet axe, consid^r^ dans Tun quelcon- 
que de ces deux ätats, est une veritable axe sponiani de rotation, c^est-a-dire que 
dans le sens normal ä sa direction il n'iprouve aucune secousse^ aucune pression 
de la part de Faction simultanöe des forces actives et des r^actions d*inertie tan« 
gentielles qu'elles provoquent dans la matiere ^branlee du solide. En effet, les 
forces de premiere espece agissent d abord sur le point central du solide, comme 
le ferait leur resultante de transport, appliqu^e a ce point. Mais on peut prouver 
facilement que la resultante de transport des reactions d 'inertie, est ici strictement 
igale et contraire k la premiere resultante dont il sagit; de sorte que si Taxe 
eprouve un excedant de pression en Tun de ses points, il faut quil ^prouve 
un excedant de pression egal et contraire en un autre de ses points; car autre- 
roent la somme des projections des forces de rotation des deux esp^ces sur un axe 
quelconque ne serait pas nulle, contrairement a Tegalite des deux especes de 
risultantes dout il sagit. Je dis d'apr^s cela que la pression soufferte par faxe 
dans le sens normal , et en chacun de ses points, est nulle: car si eile ne IVtait 
Grelle*! Jonrnal f. d. M. Bd. XlHl. Heft 3. 3| 
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pas, comme en iin* secondpoint, il faudmit une force e'g^e et conttaire/raxe oe 
$erait pas celui de la rotation xnstantanee initiale, comme on le suppose. Reste 
donc a prouver Tögalit^ des deui esperes de resultantes de transporf. 

Soient \\ \\ V* les distances des differei tes molöcnles dfL, d/uf^dpf^^ 

du solide ii laxe .(O'O'O* La reaction taogenticUe d'ioertie d-un älenieot quel- 
coiiquc dfX autour de O'O^^ •**• aura la valeur 

2rf| 

et parallilement k deux axes coordono^es OV, Oy siUies dana (P)« cette force 
aura les composantes: — "^X.Arf^.-j = — -^.yW/a, et "^.;iif/i.j 

=B 4- ^^^'cZ/U*, De \k on conclut imm^diatement, en faisant la>somme des com-> 

posautes paralleles k chaque axe^ que la re'action, r^sültante de transport, est la 

m6me que si la masse entiere fät condensee au centre dlnertie, et qu'elle i la 

valeur 

%4i 

Mais par sa significatioo abreviative la quantittf /^.a la valeur 
Rco5(RlR^^: fJL = (JTgosa + JrQ09|9+ Zcosy):^, et Ton ep par consequent: 
91 = Zcosa + Tcoa^ + Zoosy taRcosiRIR'). La «(actio j d mertic totale, 
drculaire, est donc bien ^ale et cootraire^i la r^sultante die transport des forces 
actives qui pcodüisent la rotatioo. U est entenda de soi-m£me que Ion laisse 
de oute la compoeante JRoo8(fi/0), qui produit le mouvemeot de transport 
commun de tous les points, et qui fera gtisser laxe sur lui-m^e comme tout 
autre point, s*il nWpas fixe dans le seos longitudioaL II est sous-entendu aussi 
que si Ton ne partait pas du corps^ et qiie si le solide avait dejä une vitesse 
acquise, les forces centrifuges» ou les r^ctions d'ioertie centrales, exerceraient sur 
laxe certaines pressions, et que 1 ou ne pourrait plus se dispenser de le ren- 
dre (ixe dans le sens normaL Mais dans notre hypotbese il suffit de le fixer dans 
le sens longitudinal, si toutefois il est solidaire avec le oorps solide; dans le cas 
contraire il peut rester parfaitement libre. Ainsi la question stiivante se trouve 
resoluo par ce qui prec^de. On donne im systdme de forces capables dVbranler 
un solide autour dun axe central perpendiculaire a la direction de leur r^sultante 
de transport, ce qui sexprime analytiquement par la condition: 
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et Fon^deinancie de trouver nn axe qui, ctant invariablement )ie ao corps solide, 
dt ensnite rendu fixe, neprouve ancuoe pression de la part des forces et des r^o 
tions tan^enlielles qu'elles engeiidrent aotour de laxe« En effet, on calcolera la 
posttien de 1 axe debranlement-daDs Thypothese que le cenfre d^ioertie du solide 

N BS 

soit dabord fixe, par les equationscosCiSs^;^, cosJ?! = ]j^» etc.; eocecentre 

d'inertie on ^evera*dans le plao perpendiculaire qui comprend la direction de la 
resoltante de fransport R^ une droite iod^finie i^ sur cetle direction, et sur Ig^ 

YJT TD 

aihsitraci^» on prendra, 4partir de/, une longucnr/0'=(j== j^ = ^: TaxeCO^OO 

perpendiculaire en O* au plan dont it s agit, est Taxe deniande. Si les forces sont 
qüelcönques, et qu'elles ne satisfont plus a la condition (C), la Solution du pro- 
bl^me est encöre manifeste ; seiilement la distance 10' aura une valeur difli^rente 
et plus generale, ä savoir: 

et üfaudra fixer faxe {(yO^ du solide dans les sens longitudinal, ou laisser au 
Corps la liberte de glisser le long de Faxe. iJn cas parficulier et mdme singulier 
de la question r^ciproqne des centres de percussion se trouve encore resolu par 
Tanalyse prec^dehte. Ä cet eflet ^dDn(;ons d'abörd cette qüestioo^ prise d*une 
mani^e generale: 

ün x:orps solide Stant sownis ä un systime de forces dormdes*. on de- 

tndnäe de^oucer le point da solide qi^äfaulfiöcer, pour que ces forces 

ei les react/ons (Xinertie tangentielles quelles proiH)querU autour de Taxe 

^en ce poirit, produisent sur ce point une pressiöri ou percussion nuUe. 

II est facile de reconnallfre d'abord que Fiaxe de rotation instanianc en un 

pöint fixe quelconque (O) d*un solide n est gen^ralement pas parallele a laxe 

d^ebranlement central, le syst^mö de forces restant le m^me; niais quand le point 

(,0).coYncidc arec le point (O0> construit ci-dessus, il sufiira evidemment qull 

soit fixe dans le sens fiarallele a Taxe dVbranlement central, afin de de'trnire Teffet 

de glissement des forces sur le corps. Ainsi pour le cas ou la rcsultante de trans- 

port des forces croise a angle droit Taxe del>ranlement central, ce qui arrive 

quand ces fofces remplissent la condition {C), la question propos^e est suscepti- 

bie d'nne Solution, et le point (OO sera le point demande'. Mais jamais le point 

ne saurait remplir la condition prescrife« si les forces ne satisfont pas a 1 equation 

de condition (C). Si donc la question generale est susceptible d^une infinite de 

Solutions, le point (OO u*en donnera pas toujours une, et cest en ce sens qu'il 

31* 
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est un point exceptionneL D*ailleurs les remarques du ($.5) fournissent tous les 
renseigoements necessaires pour la Solution de cette question gea^rale : la iin de 
la rdmarque {VI. ,$.6) et de la rSmarque ($.7) nous autorise ä condure, que si 
toutes les forces sont dans des plans paralleles» on n'a qu'ä tirer une ligne centrale 
10, perpendiculaire aux plaos; ou que si elles agissent dune maniere quelconque, 
on mcnera par le centre d*inertie du solide un plan normal a leur resultante de 
transport, et que par ce centre et dans ce plan on tirera une droite d ailleurs quel- 
conque 70, et qu'un point quelconque (O) de cette droite, ou m^me de ce plan» 
pourra satisfaire a la condition prescrite. En effet, en menant par (O) un plan Q^ 
normal ä la ligne Ol, il suffira de trouver en (O) dans (Q) deux axes rectangles 
(ßyU Oz^ par rapport auxquels les moments d'inertie du solide soient entr eux 
dans le rapport des distances des centres de deux systemes de forces paralleles, 

Cr,l',Y" ).(Z, Z', Z", Z'''.....) au plan Q. Or cette quesdon doit Ätre possi- 

ble, puisque eile lest pour le cas m^me oü ce rapport est donne^ et egal k l'unit^. 
Ainsi il parait bien prouv^, que tout point (O) du plan central, perpendiculaire 
h la resultante de transport des forces donnees, satisfait a Tenonce de la question, 
et que s*il est rendu fixe, et solidaire avec le corps, il n eprouvera aucune pression, 
ni percussion, de la part des forces et des reactions d'inertie tangentielles, lors de 
Tebranlement du solide. Mais rien ne prouve que les forces agissent de la m^me 
maniere sur le point (O), considere comme fixe et comme parfaitement libre; et 
laxe {O'O'^) sera seul le oSritable axe spontand de rotation du solide. Quant 
au cas particulier de la question reciproque de la theorie ordinaire du centre de 
percussion, oü Ton suppose que le solide soit mis en mouvement de rotation au* 
tour d un axe permanent au point fixe, il exige une examen ä part et une analyse 
particuliere que nous remettons k une autre occasion. 

Rdmarque V. Examinons ce qui arrive, quand les forces soUicitantes 
sont toutes situees dans un mSme plan d*inertie central; dans le plan(y/x) par 
exemple. Alors on a : 

A^ = 0, ilf=0, C08riS=0, 008^ = 0, C08^i = ^=l, 

car k devient egal ^ ^; Taxe d'ebranlement central coincidera avec faxe perroa- 

nent/Z;Z=0, Ä'^Xi = ^=y, Kfiyi=^'--X, ^z^ssO; ce qui 
prouve que le centre (OO est situ^ dans le m^me plan d'inertie central (y/r), ä 
une distance de Torigine egale a ]^ V(-^+ ^) = 9 » ^^ normale i la resultante 
des forces dans ce plan ; et comme on a -^ = r = — -^ — , on retrouve 
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R 
pour PV la valeur — ; cororoe cela doit ^tre dans le cas particulier actnel. En 

outre, le pas des courbes spirales devient nnl, et 1 axe spontan^ de rotation (O'O") 
devient lui - m^me au point (O') un axe permanent de rotation du solide. Con- 
cevons que toutes les Forces soient remplacees par leur r^sultante efTective) et 
nommons fr la perpendiculaire ou le bras de levier de R autour de Faxe IZ. 
Puisque le point (OO se trouve k une distance I(y s= ^^ sur une droite centrale, 

R R»0 

|)erpendiculaire k R, on aura: RIr=^L: 10' (= q) = g— ■■ j^.i^.Z y P^*^ 

C . 

tant Or = (Vl+Ir = 0'/+-; cc qui est en effet la valeur foumie par 

la th^orie ordinaire pour le cas particulier oü Ton donnerait le poinf {(Y) dans le 
plan d*inertie central {yix)^ et ou Ion demandcrait lextremite r de la perpendicu- 
laire Ir de la force. On voit donc que notre analyse nous donne avant tout la 
Solution d'un cas particulier, au moins de la th^orie r^dproque du centre de per- 
cussion; puisque I on donne le niode d'application de la force ^ et que Pon .de- 
mande la position du point (O) et de Taxe (O, O^.—). 

Remarque VI. Puisque dans le cas general 1 axe (O'O''-.—) est un axe 
spontane de rotation , et qu'il est dans le m^me cas que s^il etait instantanemeut 
fixe , on doit avoir, en nommant fx^ la somme des moments des forces autour de 
cet axe tXj^dfi le moment d'inertie qui y repond: 



(1.) dXond^ = \.dt\{j^). 



CoDcevons par (OO trois axes coordonoes rectangles, parall^es aux axes primi- 
paux Ix, Jy, li, et soient L', JV', M' les moments des forces autour des ces axes 
(oV, oV, o'y'\ Comrae laxe {p'o") est parallele ä Taxe central, nous aurons: 

Mais IVqualion (1) donne en vertu de la valeur \Kdt^ de £f4 M^^ K/^dfi\ 
partant par Substitution : 

m MM^ LV j, -, , 

AK"*" BK ■*" c£^= Ä.y^i .</^; 

et comme on a/lV/i =: Acos^{I(X,x) + B.cos\I(y,y) + C.cos\I(y,z)-i- /u.i}\ 

A A A 

on obtient, eu e'gard aux cosinus des angles (,IO,x)(IO,y)(IO^): 

NJ^ JtfJf LL' , iV» M* L* 

AK"*" BK'*' CK — ^'^'^^'^AK'*' BK"^ CK'^ 
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et cette ^quadon de condition doit £lre identique, pour reproduire la valeor iefV, 
fournie par ce qui a ete dit. En y portant les valeurs de IV\ M\ L^ od la ramene 
a Celle- ci: 

^^^ j7k ■*" FS "*" C^K ^fi.^.W. 

Mais en vertu des valeurs de x^^yx^Zi on a: 

^iCOsCi — O^xCOS^i = QC08/9, 

X| = Qcosa', y, =r Qcosß' , «i = 9. cosy'. 

Substituant d^abord ces dernidres valeurs de Xi.yiyZi dans (2), on obtient: 

jy(reo8/— Zcos/y) itfCZcos« — XeosyP L(Jgcos/y— rcosgQ 

2fl^ '^ BK "*" CK ^f^^j 

N 
Mais si Ton re'marque que dans requation (2):jj^^s:cobCi *— -^^ on en d^duit 

X (yicos Ai^Zi cos B)+ ^. (-Si cos Ci— a?i cos -^i)+Z(a?i cos Bi^Xi cos C^}ss/u . (j. WP'. 
et si Ton reniplace les facteurs de X, T^Z par leurs valeurs» on a: 

-Xcosa+ ycos^ + Z.cosys/U,?^: 
dquation de condition qui est en efiet identiqua^ puisque Ton a par de'signation: 
/üL^rV— R.cosiRIR'O = Xcosa + etc. 

Rdmarque VII. Les valeurs de fjJLxx , fJ^Kyi 9 fiKzi peuvent £tre 
m 6i sous la forme 

fiiKxx^^s^ y-cosj4i^,Z^oosB%f fiKyi=^ t /uKzss , 

ce qui donnera: 

^ii:(A^x, + M/i + /.zj = r(^cos^4 - L cos Q + z(....o + Jr 

et comroe en vertu des valeurs de yi^Ci^Bg en iK, M, L, K, on a Nw^Ax 
— Leos Ci = O5 •••••, il viendra: 

A^rTj + Myi+Lzi =5 0; 

et comme l'equation du plan principal dea forces est aussi de la forme Nx+My 
+ £2 = 0, pour des coordonnees courantes C^iJ,z), il sensuit que le point de 
rencontre de Taxe des mouvements helidques avec le plan de rotation centrat qui 
repond si Taxe 10 ^ est un des points du plan du moroent principal des Forces. 
En nommant Oa une droite en {0% parallele ä laxe principal des forces, relatif 
au centre /, oa obtient: 
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cos(o'a;oVO = (^+^ + §):«ri/(iP + M*+t^. 

Pour les solides de premi^re classe cet angle devieot nul; car j4ssB=^C, 
et IST =s ]/(iP + M^+ l?)iA. et oo$(a'o>'0 = !• Ainsi, quand un sofide de 
premiere espece est soumis k un Systeme qaelconque de forces» celles-ci produi- 
ront un mouveroent h^lipique autour d un axe parallele i leur axe prindpal relatif 
au centre. 

Rimarque VIIL On demande k quelles conditions un syst^e de forces 
doit satisfaire, et quels donrent £tre leurs points d^appUcation, pour que le mouve- 
inent ait lieu autour d'un axe donne de position et de direction. D*abord, comme 
le point (oO doit se trouver rar une drarte perpendieulaire ii la projection de la 
r^sultante sur le plan de rotation, il faüdra maintenant toumettre les direttions 
des forces 2i la condition que leur r^sulfadte seit dana un plan normal au plan de 
rotation» et coupant celui^d suivant un^ droite IB!\ plerpendiculaire it'la droits 
/O* qui est donntfe de position« £n prenant donc /O^ ss ^x'^ttv^^x = (?*# 
on aura pour les cosinus des angles de cette droite avec les axes coordonn^s, les 
▼aleurs 9^:9 , Vi- ^9 ^1 ^Q / ^t si {<x*fß,y) exprimcnt les angles de IR'^ avec cea 
axes» on obtient: 

(^oosassyicoa^i— ZiCödBi, ^oos^szicosri— XiOos.^i» Qcosy=3CiCOsi?i— fieost^. 
Les quantites (^i>/i.2i,^i,jSi,Q) doivent ^tre consideVees ici comme des 
donn^es immediates de la question; et Ion a par la Solution directe; 

N^A.KcosC^ . M=B.K.cosB, , Lz=z C.K.eo§A,x 

Substituant dans les trois derui^res les valeurs de N, M^ L fournies par les trois 
autres egalites, on obtient: 

C.cosAi. y— jBcos-Bi.Z = fiKäPi , AoobC^^Z — CoosAi.X = , = 

Remplagant K par tö valeur NiAoosCg dans la prämiere de celle-ci» par sa 
valeur M:BcosBi dans la seconde, et par L:CeosAi dans !a troisieme, et resol- 
vant les 6quations qui en rc&ultent par rappart k N^M, L^ on obtiendra : 

y==^^^(C.YeosA,-BZcosB,) ; M= ^^(JZconCx'-C.XeosAO ; 

, CgosA . . 

^-■7^^ ^• 

eqaations dont Ja dertii^re est mime superflue, \ cause de ]a condition 
£zj + Nxx 4- Myi =s , et dont les deax pr^mi^res sofHsent pour d^terminer 
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les coordonncfes (x,y^z) du point (fapplication de I9 force unique qui serait capa- 
ble de produire reflet demand^^ puisque Tune quelconque de ces trois quantites 
dpit elle-m^me rester arbitraire. Si Ton veut produire cet effet par plusieiires for- 
ces a la fois, le probleme est susceptible de diverses Solutions. 

Rdmarque XL II est bien facile aussi d'obtcnir d^apres ce qui precede, 
les changements instantan^s de coordonoes d^m poiot queleonque du solide, alors 
que celui-ci 5C deplace pendant Pinstant initial dt d une quantite infiniment petite« 
qui est du sccond ou du premier ordre, selon que les Forces sollicitantes sont de 
pression ou de percussion. Mais a notre point de yue, ces changements sont de 
v^ritables diflerentielles, et non pas des variations, parceque nous consideVons ud 
Systeme defini des Forces, et que Celles -ci produiront un de'placement correspon- 
dant qui, loin d'etre arbitraire, resulte d*une mani^re d^finie, de Fintensite de la 
direction et du mode dapplication de ces Forces. En d^signant donc par 
dXf dji dz les changements dans le sens des axes coordonn^s fixes, nous avoos 
ä rechercher les valeurs de ces quantites en Fonction du chemin de translation dp 
et de la rotation resultante d\ = d^. Or le chemin total, decrit par un point 
quelconque (xyz) du solide, est la diagonale ds d'un parallelogramme ^lementaire, 
dont ün cot^ dp, parallele i Taxe (J)'(y% Fait avec les axes coordonn^s les angles 
CifBitAi respectivement, tandis que lautre c6t^ est Felcment circulaire que ce point 
decrit sur laxe (O'O") de rotation dX. Mais la projection de cette diagonale sur 
un axe quelconque est egale a la somme des projections des chemins composants 
sur le m^me axe« Puisque donc par uotation Sx exprime la projection sur /x 
de Telement circulaire dont il s*agit, et que dx exprime la projection de la dia* 
gonale ou du chemin resultant on doit avoir: 

dx = 6a! + dp.co8C^ 

dy = 8y + dp.cosB, 

dz = dz+dp.cos^,f 
ou bien, eu ^gard aux valeurs de dar, Sy^ dz obtenues plus baut: 

da; = (zcosBi — ycosAi^ dl -♦• dpcosa + dp cos Q, dy=i ; dz = 

Si doncon remarque que d'apres le meme principe de projection, dp^coscL+dp.coBCi 
exprime le chemin de translation total du centre /, projete sur laxe des abscisses, 

on obtient immediatement: 

I r. 119 Bcos(B*/X) , X , ^ 
d p' COSOL + dp cos^ti = {dr. = j—.J/*, 

partant: 

^^ =s («cdsBi-ycos^,)Ä-l--, ^ = ^ = 
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ou bien encore, par la Substitution des valeurs de Cj» Bi, Ai: 

2dx M L X 

dfi '^ ^~ C*^'*'tA' 
2dy L N T 

dfi ^ C'^""il-^*^^' 
2dB N M Z 

dt^ "^ A-y^ B'^'^ II' 

Dans ces formules Ids premiers membres expriment, au facteur -rr pr^s, les accrois- 

sements de vitesse, ou plut6t les vitesses infiniment petites que regoit pendant 
Tinstant initial le point quelconque {x^y, z) du corps, parallelement aux troix axes 
coordonnes rectaogles qui sont diriges suivaot les frois axes dmertie du centre du 
solide. S*il y avoit dejä mouvement acquis^ il faudrait evidemroent remplacer ces 

. d}x d}y dP% - 

premiers membres par -^ » -^ , -^ , respectivement, et corome les axes 

dont il sagit, seraient deja alors en mouvement, on n aurait plus qu'4 faire une 
transforroation de coordonn^es pour avoir les formules les plus gen^rales du 
mouvement d un solide parfaitement libre. 

Il nous parait utile de pre'senter le resume de tout ce qui a iii dit, daos 
la table de matieres qui suit: 

Bruxelles, Mai 1848. 
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TABLE DE MATIERE& 



s. 1. 

AfouTeUe analyse de la thäorie ordinaire da centre de percussion. 

$.2. 

'Mouveroent de rotation aaissant d*an point matäriel. — . Compoaitioii des noments 
prindpau de plosieqra foroes. 

«. 8. 

Mouveroent de rotation naissant d'an oorps solide ponrva d*an point fixe. — • La 
rotation ^l^mentaire est en raison directe da moment de la force, et inverse da momenl 
d'inertie du solide, relatif k Taxe instantanä de rotation. 

Composition da moment r^sultant en fonction des moments partiels et des momeiits 
dinertie du solide, relatifs aux axes instantanäs de rotation« 

$. 4. 

Determination de Taxe instantanö de rotation, relatif i an point fixe donnä, en 
fonction des moments des forces donndes, autoar de trois axes rectangolaires, et des 
moments d*inertie du solide, relatifs & ces m6mes axes. — • Valeor de la rotation 616^ 
mentaire sur Taxe instantan^. (Voir les formales I, ü, III, IV, V, etc.) 

Les remarques I, II, DI, IV VIII oomprenneot des rösoltats facOes i änoncer 

et ä resumer. 

Dans la rimarque IX on dänontre qoe poor ^branler an solide antour d'un axe 
permanent du point fixe, par le moyen d'one force anique, on doit faire agir celle-ci dans 
le plan des deux äutres axes permanents. — . (Co th^or&ne est d^ja connu. Voir Poüson. 
t. IL p. 187). 

Dans la rimarque XII on recherche la condition requise poar qae Taxe de rotation 
ait ane direction parallele i celle de la resultante de transport des forces. — . Impossible 
pour le cas d'une force uniqae. 

Dans la rimarque XIII on ätablit la condition reqnise pour quo cctte resultante 
de transport croise Taxe a angle droit. 

Dans la remarque XIV on examine TefTet dynamique instantanä d^un cotq)le de 
foreet sur an corps solide k point fixe; et Pen expose quelques notions critiques ^ur la 
m^thode statique des couples. 
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«6. 

Un Gorps solide, ätant fixe par son centre dlnertle, la pretsioii oa pereussion en 
ce point est la resultante de transport des forces sollicitantes, et la pression düe aux rä- 
actions dinertie tangentielles y est toujoars nulle. 

S. 6. 

Evaloer la pression totale pour le cas d^on point fixe quelconqae. (Yoir les for« 
moIesiletJBdeceNo.). — . La reaction d'inertie totale et tangentielle n*est plas nulle; mais 
(nSmarquo I) eUe le sera encore poor le cas particulier oü Taxe d'ebranlement du solide 
passe par le centre dlnertie. 

La direction (remarque II) de la rösultante de transport des reactions d*inertie^ 
tangentielles est parallele k la ligne d'intersection d'un plan normal & Taxe de rotation 
avec le plan normal ä la droite qui Joint le point fixe donnö au centre d'inertie du so* 
lide. — • Equation de condition d*une resultante d'inertie eiTective. 

La pression totale (R^marq. III^ IV), soufferte par le point fixe (o) du solide, est 
nulle, si la force unique qui agit sur le corps, est dans un plan (P), perpendiculaire k la 
ligne centrale (0/), et que ce plan se trouve k nne distance 0/ de (0), ddtermin^e par 
la formule et les conditions suivantes: 

or ^ 0^+S- 

Par le centre (/) on con^oit un plan perpendiculaire & 10 \ dans ce plan on dä<- 
termine deux axes rectangulaires par rapport auxquels les moments d'inertie du solide 
soient ägaux entr'eux; et Ton cherchera la yaleur commune iik^ de ces deux moments 
d'inertie. Des lors, ces conditions ätant remplies, non seulement il y aura sur le point 
fixe une pression ou percussion nulle: de plus la force agissante et Taxe instantanä se 
croiseront k angle droit. Ce r^sultat g^n^ral qui n'a aucune analogie avec la tb^orie 
ordinaire du centre de percussion, est vrai encore pour un nombre quelconque de forces, 
qm admettent une resultante effective, satisfaisant aux conditions änonc^es. 

L'analyse generale des (§. 5 et 6) qui nous a conduit k ces rösultates, reproduit 
aussi (yoir r^marq. V) la tb^orie ordinaire du centre de percussion. 

Pour avoir une pression totale nulle sur le point fixe, dans le cas de forces quel- 
conques, ii faut encore que leur resultante de transport croise Taxe instantane k angle 
droit, et qu*elle seit aussi ä angle droit avec la ligne centrale OL Dans la fin de la re- 
marque citöe on montre le moyen de resoudre le problemö d'aprös les conditions prescrites. 

«. 7. 
On dämontre ce qu'on a admis plus baut comme possible, savoir, qu'au centre 
d'inertie d'un solide, ou en tout autre point, on peut toujours trouver dans un plan perpen- 
diculaire k celui des axes ä moments d'inertie maximum et mmmumj un couple d'axes: 
c'est-a-dire deux axes rectangulaires par rapport auxquels les moments d'inertie du so- 
lide soient egaux entr'eux, s'il s'agit (röroarq. I) de trouver un axe qui forme couple 
avec une axe donnö, au point fixe que Ton considcre. La question peut ötre ou n'ßtre 
pas susceptible de Solution, selon les dilTerents cas. — . En un point quelconque d'un so- 
lide (remarq. II) on peut toujours trouver cinq axes au moins, par rapport auxquels les 
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moments d'inertie sont ^gaox entr'eox; quatres de ces axes sont dans une meme plan per-, 
pendiculaire au cinquieme. Remarques particuli^res sur ce qoi precede. 

%. S. 

Dans ce paragraphe on demontre quelques formules admises dans le courant du texe. 
U est vrai que ces formules sont dejä connues. dans la transformation des coordonnees ; mais 
elles y restent ä l'etat de lettre inorte, et passent ä peu pr^s inapper^ues; tandis qu'elles 
se produisent, et se reproduisent möme, d'une fa<^n r^roarquable dans la tbeorie des mo- 
ments et de la rotation des corps, oü elles offrent un grand secours. Ce quil Taut penser 
de la delermination (mäthode d'Euler) de Taxe instantane de rotalion par Tided d'une foroe 
TITO d*extröme grandeur. Observation sur ce qu*on nomine parfois la mc^thode de la 
permtUalim tournante et qüe nous nommons Fechange progresnif des lettres, en mecanique 
et dans la transformation de l'analyse des coordonnees. Revendication de prioritö en fa- 
veur de Mr. PagaiU, 

S. 9. 

Mouvement naissant des corps solides libres — . Demonstration des deux tb^oremes 
de Hr. Chasles par le principe de la composition des mouvements — . Notions mecaniques qui 
compl^tent ces tböoremes dans la supposition bleu exacte que tout deplacement virtuet d'un 
Systeme materiel est le r^sultat d'un Systeme de forces — « Ce qu'il faut penser de ce tb^o- 
röme qui dit que tout mouvement infinitesimal d'un corps . solide est une rotation autour 
d'un axe centrd, et une translation, 

On demontre que Taxe des mouvements bäiciques est le veritable axe spontanö 
et effectif de rotation — . Que cet axe coupe le plan de rotation central en un poini qui 
se trouve sur une droite perpendicdlairo au plan forme par Faxe de rotation central et la 
direction de la resultante de trsnsport des forces donnees — . Que la rotation rösultante 
est ögale i la rotation fictive aatonr de Taxe central, autour duquel I'dbranlement sufB- 
rait si le centre d'inertie etait fixe — . Que Taxe instantane et effectif de rotation est pa- 
rallele a Taxe central dont il s'agit — etc. 

Rmarqvi: Nous n'ignorons pas que la question du ($. A.\ relative ä la direction 
de Taxe instantane de rotation, se trouve toucb^e dans la mecanique de Poiswn (t. II. p. 186 
— 187); Mais cette Solution ne nous a pas satisfait; eile nous a paru indirecte, fort com- 
pliquee, et restreinte au simple cas de la percussion. L'idee d'£«fer, de determiner cet 
axe d'aprds la condition que la force vive produite seit une extreme grandeur, ne parait 
pas evidente ä priori, et aurait eile -meme besoin d'6tre demontroe. Ce sont ces difTcrents 
motifs qui nous ont decide a cuercher une Solution directe et generale, fondee sur les 
notions elementaires de la statique et de la dynamique. 
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u. 

Beitrag zur Lehre von den geometrischen 
Verwandtschaften. 

(Von dem Herrn Dr. phil. SwUengrebel zu Utrecht.) 



lyian hat sich in der letzten Zeit viel mit ColUneation, Reciprocüät und 
andern speciellen geometrischen Verwandlschafis- Arten der Figuren beschäf- 
tigt; weniger mit der allgemeinen Theorie dieser Verwandtschaften, so dass die 
Ton Magnus geäusserte Klage (Sammlung von Aufgaben Vol II. pag.417 Note), 
diese Lehre sei noch nicht genug bearbeitet, noch jetzt gegründet ist. Indem ich 
es hier wage, zu dieser Lehre einen kleinen Beitrag zu liefern , verhehle ich mir 
keinesweges die dem Gegenstande inwohnenden Schwierigkeiten; weshalb ich 
denn auch keine vollständige Theorie der geometrischen Verwandtschaften zu 
liefern gedenke, die den Umfang eines Journal -Aufsatzes weit überschreiten 
würde, sondern nur einige Momente fragmentarisch behandeln werde. 

Die Verwandtschaft zwischen Figuren ist dreierlei Art. Ist nämlich eine 
primitive Curve durch ihren analytischen Ausdruck gegeben, d. h. durch die 
Eigenschaft, dass eine oder mehrere gewisse Functionen ihrer Coordinaten = 
sein sollen, so kann man, um zu der ihr verwandten Curve zu gelangen, den 
Ausdruck der primitiven Curve auf dreierlei Art transformiren. Man kann ent- 
weder die = gesetzte Function ungeändert lassen und nur die Coordinaten mit 
andern Coordinaten vertauschen, oder man kann, ohne die Coordinaten zu 
ändern, die Function duich eine andere Function ersetzen, oder man kann die 
Coordinaten und die Function beide ändern. 

Ein Beispiel der ersten Verwandtschaftsart ist der Zusammenhang, wel- 
chen die zwischen den Coordinaten Statt findende Abhäneigkeit-^j;^ *^* y^ a 

zwischen den Figuren g)(x,y) = und g)(a?', yO = selbst darstellt. Eine Ver- 
wandtschaft der zweiten \rt ist die, welche zwischen den drei Figuren xf^x,y)s=0. 



246 11« SweUengrdfeli über die geometrischen VerwandUchaßeß. 

Xi^.y) = 0, und vb^(a;,y) , %(x, y)] = F(a:, y ) = Statt findet, z. B. 
diejenige, wodurch eine aus zwei Zweigen bestehende Curvca|)(a?^)x^(a?^)=0 
mit ihren beiden Zweigen "^(/VfS/) = und xi^'i/) ^^ ^ zusammenhangt. Eine 
Verwandtschaft der dritten Art wäre der zwischen den primitiven Curvcnij;(a7'^0"^ 
und /(x'',y'0 = und der analogen Curve sp['vp(^,y)» /(^»y)] ^ Fip^^Sf) = ft 
Statt findende Zusammenhang. Gewohnhch rechnet man nur die ersie^ nicht die 
beiden andern Arten zur Verwandtschaft; weshalb wir uns auch hier auf die erste 
Art beschränken wollen. 

Von dieser ersten Verwandtschaftsart ist der einfachste Fall der, wenn 
man nur zwei einander verwandte Figuren A und B betrachtet, oder wenn man 
mehr als zwei Figuren, z. B. die vier Figuren il, B, C, D betrachtet, dieselben 
je zwei verwandt sich vorstellt und die Verwandtschaft zwischen A und J?, zwi- 
schen C und 2>, etc. berücksichtigt. Complicirterer Art sind die zwischen mehr 
als zwei Figuren bestehenden gemeinschaftlichen Verwandtschaften. Ein Bei* 
spiel hiervon giebt der durch die vier Gleichungen. 

XX' 0/^ = 1 yyy' = l a?-i-x' + a?'' = y+y'-l-y'' = 

zwischen den drei Figuren cp (a?, y) = , ^{pi^f pO^=^0$ 9 (^# y = 0, aus- 
gedrückte Zusammenhang. ^Beschränkt man sich auf die Verwandtschaft zwi*- 
sehen zwei Figuren , so ist noch zu unterscheiden zwischen dem complicirteren 
Fall, wo man sich die beiden Figuren im unbeschrankten Räume ausgedehnt 
vorstellt und daher 2x3 = 6 Coordinaten zu betrachten hat, und dem einfa- 
cheren Fall, wo man jede der beiden Figuren in einer Ebene liegend annimmt 
und daher nur 2x2 = 4 Coordinaten in Betracht kommen. Auf den letzten 
Fall wollen wir uns beschränken. 

Es sind also zwei Coordinatensysteme, welche respective das System up 
und das System tW heissen sollen, vorhanden, und die hier zu betrachtende Ver- 
wandtschaft rr ' ' Ji 4\ _. n giebt die Beziehung an, worin jedes ganz bestimmte 

Ding Q des einen Coordinatensystems zu dem correspondirenden Dinge oder den 

Dingen , S S^ 8^ ..*. ^^^ hindern Systems steht. Drücken die Dinge ^ 

und t r jedes einen Punct aus, wie z. B. wenn uv und tW zwei Systeme 

gewöhnlicher Parallel - Coordinaten bedeuten, so drückt die Verwandtschaft die 
Beziehung aus, welche zwischen jedem Puncte der primitiven Figur und dem 
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einen oder den mehreren correspondirenden Puncten der analogen Figur Statt 
findet. Es ist aber in der allgemeinen Theorie der Verwandtschaften kein Grund 
vorhanden, die Natur der beiden Goordinatensysteroe uo und tW auf diese Weise 

zu speciah'siren. Das Ding ^ ^ o wird demnach im Allgemeinen entweder ein 
Puncfy oder eine Linie, oder ein System mehrerer Functe oder Linien bedeuten. 
Ninimt man z. B. zu Goordinaten die veränderlichen Entfernungen 
a= }/((» + £)« H-y^ und p = ]/((ar — e)» + y^ 

eines veränderlichen Puncts von zwei festen Puncten ^ q und ^ a 

II ^^ OL 

8D« SO wird das Ding ^ ^ p das System der zwei reellen und der zwei im Un- 
endlichen liegenden imaginären Durchschnittspuncte der zwei Kreise u = a und 
p = ^ bedeuten. Oder, nimmt man die von Plucker (Analytisch -geometrische 
Entwickelungen. Bd. II) eingeführten Liniencoordinaten an, so wird eine Gerade 

die Bedeutung des Dinges ^ ^ a sein. Es ist also für Dasjenige, was durch die 

Bestimmung aller Goordinaten entsteht, ein ßir alle mögliche Goordinatensysteme 
passender Namen nothig« Es soll dasselbe (dem Beispiele Drückenmüllers fol- 
gend („Uebertragungsprincipien S. 4)**) Element des Systems heissen. Die 

Verwandtschaft p(^^/^^ a q drückt demnach im Allgemeinen die Beziehung aus, 

welche zwischen jedem Elemente eines der Systeme iip oder t^cp^ und dem einen 
oder den mehreren analogen Elementen des andern Systems Statt findet. 

Man kann sich aber den Gegenstand auch noch auf andere Weise vor- 
stellen, indem man nemlich die beiden Systeme als ein einziges System mit vier 
Goordinaten betrachtet. Das Element dieses neuen Systems, d. h. das durch die 



a 



Bestimmung aller ihrer Coordinatenwerthe entstehende Ding ^ ^ bedeutet 

v/ ^ S 

alsdann das Zusammentreffen oder die Combination eines Elements p des 

Systems uv mit einem Elemente -.' _. j des andern Systems. Die Verwandtschaft 

VY « f to) sa ^®'S^ dann die Aenderungen an, welche die vier Goordinaten oder 
Qualitäten dieses veränderlichen Elements erleiden; ungefähr so, wie die Glei- 
chungen jTKxf^s) mx ^^^ Aenderungen andeuten, welche die drei Goordinaten 
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eines elementaren Puncts des Systems xyz bei der Fortbewegung dieses Puncts 

auf der Linie doppelter Krümmung p,^ 1 %) sa erfahren. 

Die allgemeine Form ^^ ' ^ ^ ^/x ^ q einer gegebenen Verwandtschaft 

lässt sich, wenn man vier neue Coordinaten p, q^r^^ s* statt der vier früheren 
Uy p. i\ (xf einfuhrt und die Functionen /(a, c?, t\ cp') und jP(i^ c?, /', «>0 durch 
gewisse neue, aus den Gleichungen 

f{u. r, /', (pO = a|;(^, q, r', i') F{jl, v. t\ii^:=zF{p, q, r', s' 

zu entwickelnde Functionen oj; und F der vier neuen Coordinaten ausdriickt, auf 
zweierlei Art vereinfachen; je nachdem die Formänderung die Functionen f nnA 
F durch die einfacheren Functionen a|; und JF, oder aber den complicirten, zwi- 
schen den älteren Coordinatensystemen uq und /V Statt gefundenen Zusammen- 
hang durch den einfacheren Zusammenhang zwischen den Systemen pq und r*s' 
ersetzt. 

Eine Vereinfachung in Bezug auf die Form der Functionen / und F er- 
hält man, wenn man die neuen Coordinaten p, q^ r', s^ so annimmt, dass die Ver- 
wandtschaft die Form p/^^*) „ q ^* ^' / ■■ «(o) ^e'^^™'"^* Eine nochmehrere 
Vereinfachung ergiebt sich, wenn die Functionen oj; und F sich auf die blosse 

Differenz ^2!^' ^ q, d. h. wenn die Functionen x «od 9 "ct auf die Identität 

\ ^ redudren. Zu einer Vereinfachung dagegen des Zusammenhanges zwi* 

sehen den Coordinatensystemen i/p und ^'cp' gelangt man, wenn die Coordinaten- 
systeme pq und r^s' Elemente von der nämlichen Art haben, während die Ele- 
mente der früheren Systeme up und t^op' ihrer Art nach nicht mit einander fiber- 
einstimmen; wie z. B. wenn die Elemente g ^ ß und ^ ^ g jedes einen Punct 
oder jedes eine Gerade, oder jedes ein System zweier Puncte ausdrücken, wäh- 
rend das Element ^ ^ d einen Punct, das Element ^' ^ o dagegen eine Gerade 

oder zwei Puncte ausdrückt, d. h., um DräckenmüUers Terminologie zu folgen, 
(S, 9), wenn die Systeme mp und tW unter einander digenetisch, die Systeme 
pq und 7^5' dagegen unter einander homogeneiisch sind. 

Ein Beispiel solcher vereinfachten Verwandtschaftsform liefern die Glei- 
chungen j ^ J^ j , wo r' und s* die durch ^r^ und ^ji;|-iausgcdrückten 



11. SweUengrtbdi über die getmOrisehm VenumdUchqftm. 249 

G>ordioaten des Puncts /?'', (Figl) p und q dagegen die EnlfernuDgen ^;> 
uod Bp des Pancts/? von zwei festen Puncten A und B (Fig. 2) bedeuten 

mögen, wo also die Elemente ^ ^ g und q wm ß zwar jedes die Durchschnitts- 

puncte p** und 0, p und m zweier Kreise V und V\ k und / bedeuten, wo aber 
das veränderliche Element im Systeme r^s' auf zwei feste Gerade XX' und TP^ 
im Systeme p q dagegen auf zwei feste Puncte A und B bezogen wird. 

Ein innigerer Zusammenbang zwischen den neuen Coordinatensystemen 
pq und i^s' entsteht, wenn man sie so annimmt, dass sie nicht nur Elemente ähn- 
licher Art haben, sondern selbst ähnlicher Art sind, d. h. wenn die festen Puncte 
oder Linien, aufweiche das veränderlich^ Element bezogen wird, bei beiden Sy- 
stemen ihrer Art ni^h übereinstimmen ; z. B. wenn die Coordinaten p und q die 
Entfernungen des veränderlichen Puncts p \t)n zwei festen Puncten A und B^ 
r' und s' dagegen die Entfernungen des correspondirenden Puncts p' von zwei 
andern festen Puncten C pnd JD bedeuten. 

Noch grosser wird die Vereinfachung der gegebenen Yerwandtschafts- 
form, wenn die festen Puncte oder Linien, auf welche das veränderliehe Element 
bei den neuen Systemen pq und rV bezogen wird, für beide Systeme identisch 
sind. Es können aber alsdann dennoch die Coordinaten/?,^ von den Coordinaten 
r's\ obgleich in Qualität übereinstimmend, ihrer Quantität nach verschieden sein; 
wie z. B. wenn die Coordinaten -Aie'n XX' und YY' beiden Systemen gemein- 
schaftlich wären , die Coordinaten p und q aber die in Metern ausgedrückten 
Entfernungen des veräodeHichen Puncts von diesen Axen, die Coordinaten r^ 
und s' dagegen dessen in Decimetern ausgedrückten Entfernungen von den nem- 

lichen Axen bedeuteten, so dass durch die Elemente g ^m ff ^^^ i ^ ff ^^^' ^^^ 
schiedene Puncte h und hf (Fig. 3) angedeutet würden. 

Macht man endlich die Coordinaten p, q und r' s' nicht nur in Qualität 

M SS /v 

sondern auch in Quantität fibereinstimmend , so dass die Elemente ^ ^ ß und 

, ^ e% den nämlichen Punct oder die nämliche Linie, oder das nämliche System 

von Puncten oder Linien bedeuten, nur dass es, als Element ^ ^ o betrachtet, 

zur primitiven, als Element ^ ^ ^ betrachtet, zur analogen Curve gehört, so 

kann man die jetzt identischen Coordinaten p, q und r', sf mit dem gemeinschaft- 
lichen Namen pq benennen. Wir wollen jedoch zur Unterscheidung die Coor- 
Crene*B Jvanitl f. d. M Dd XLIII. Uefl 3 33 



9E50 11» SweUengrebelf vber die geolnehischen Verwandiichaften* 

dinaten, wenn sie auf die zweite Figur bezogen werden, accentuiren. Zwei solche 
Coordinatensysteme p q und p'q\ denen geroeinschafdiche Elemente zukommen, 
sollen homoelemerUische heissen. 

Je nachdem nun bei der Vereinfachung der gegebenen Verwandtschafts- 

form p(l/ t/ / 1«/) » c'^*^®^®'* ^i® Functionen y und jF, oder der zwischen den 
alten Coordinaten lic? und t^oc^ obwaltende Zusammenhang, oder endlich Coordi- 
nateüKusammenhang und Functionen, beide, oder keines von beiden, vereinfacht 
worden sind, bekommt die neue Form der gegebenen Verwandtschaft eine der 
folgenden vier Hauptformen : 

1. 2. 3. 4. 

p'z=ip '^(p,qsP\9') — r'^p ^ifi'q.r\s')r=zQ 

<f^q F{p.q,p\q')^Q 5^=9 F{p.q,A^)-0 

Die Form No. 1 giebt eine blosse Coordinatenvertauschung bei zwei ho- 
moelementischen Goordinatensystemen. Die primitive Figur erleidet also bei No. 1 
keine Aenderung, weder der Form, noch der Grösse, noch der Lage nach, so dass 
eine Verwandtschaft, welche die Form No. 1 hat, sich auf die Identität beider 
Figuren reducirt. Es kann daher die Form No. 1 niemals entstehen, wenn nicht 

schon unter der gegebenen Form p, © / » ) c« ®^"® Identität beider Figuren 
durch die Verwandtschaft ausgedruckt wird, d. h. wenn nicht die Functionen /* 
und F gerade den zwischen den Coordinatensystemen uq und i'oc^ ohne Bezug 
auf die Verwandtschaft Statt findenden Zusammenhang andeuten. Eine Verwandt- 
schaft z. B. welche durch eine Coordinatentransformatlon "CyJ 2 J ^'\ ^ t% zwi- 
sehen den nicht homoelementischen Systemen xy und 0^7^ gegeben wäre, (wo o' 
und 7^ respective die Entfernungen von den zwei festen Puncten ^ a> n ^^^ 

^ g bedeuten mögen) wird nur in dem speciellen Falle, wo die Functionen/* 

und /^respective die Funcdonen (/ = VCix+ef+s/^ und r' = y^Ov^ef+V^ 

sind, unter der Form No. 1 ^ ^ ^ dargestellt werden können. 

Bei der Form No. 2 gibt es wieder zwei homoelementische Coordinatsy- 
steme, aber keine, blosse Vertauschung der Coordinaten, sondern eine Coordina« 

ten*Transformation. Der interessanteste Fall von No. 2 ist die Form ^ \J^^ "* n 
d. h. wenn die Systeme pq und p'q' zwei in Bezug auf Coordinaten-Azen und die 
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Längen-Einheit identische Systeme von ParaUelcoordinaten bedeuten. Zur Un- 
terscheidung wollen wir diejenige Verwandtschaftsform, bei welcher die Systeme 
pq und p'q* zwar ParaUelcoordinaten bedeuten, aber verschiedene Längen -Ein- 
heiten oder eine verschiedene Lage der Goordinaten-Axen haben, durch andere 

Buchstaben pfj^^ ^\^ m^ q bezeichnen, weil man sich, wenn man mit Magnus 

(Sammlung von Aufgaben Bd. I. S. 43) und Grunerl (Elemente der analytischen 
Geometrie Bd.I. S.152) die Aufeinanderlegung der Coordinaten-Axen mit keiner 
Buchstaben «Aenderung verbindet, leicht in der mannigfachen Bedeutung der 
Buchstaben x und y nicht mehr zurechtfindet. 

Die Form No. 3 giebt eine Coordinatenvertauschung bei zwei nicht ho* 
rooelementischen Coordinatensystemen. Der einfachste Fall von No. 3 ist / ^ ; 

Welche Gleichungen, je nachdem die Systeme i^'tf und ocy nach Längen-Einheit, 
oder nach Coordinaten-Axenlage, oder in Bezug auf beide, verschieden sind 
und entweder eine blosse Yergrösserung, oder eine blosse Ortsveränderung, oder 
eine mit Bewegung gepaarte Yergrösserung anzeigen. Im letzten Fall drücken die 

Gleichungen ^> ^ ^ aus, dass die Entfernungen jedes Puncts/? der prmitiven 

Figur von den Axen XX^ und TCV (Fig. 4) gerade so viele Meter betragen, als 
z. B. die Anzahl der in den Entfernungen des correspondirenden VnucXsp' (Fig. 5) 
von den Axen 33^ und TT' enthaltenen Decimeten Eine gleiche Aenderung 
der primitiven Figur pqr, der Grösse und Lage nach, ohne Aenderung der Form, 
giebt der Fall No.3, wenn die Coordinaten^^ und r^s' respective die Entfernun- 
gen des Puncts/7 von den festen Puncten A und B (Fig. 6) un3 die Entfern 
nungen des correspondirenden Puncts/?' (Fig«7) von den festen Puncten CundD 
bedeuten. 

Diese Form No. 3 betrachtet Flacker (System der analytischen Geome- 
trie S. 48 und 54) als den allgemeinen Ausdruck der geometrischen Verwandt- 
schaften ; weshalb er die verschiedenen Verwandtschaften zwischen Figuren als 
eine Uebertragung der verschiedenen, unter den Symbolen p(f und r^s^ zu verste- 
henden Coordinatenbedeutung betrachtet. Andererseits könnte man aber auch, 
wenn man die Lehre von den geometrischen Verwandtschaften ganz elementar 
vortragen wollte, ohne die Kenntniss anderer Coordinatsysteme als das der ge- 
wöhnlichen ParaUelcoordinaten vorauszusetzen, mit Grunert (Bd. I. pag. 134) 

33* 
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allgemeioen Ausdruck einer geometrischeo Verwandtschaft betrachten. Man kann 
sich also nothigenfalls mit der Untersuchung der Form No. 3, oder der Form 
No. 2 begnügen. Besser jedoch wäre es vielleicht, nicht Mos die speciellen For- 
men 2 und •% sondern auch die allgemeine Form 4 zu betrachten, da man, wollte 
man jede Verwandtschaft unter der Form 2 oder 3 discutiren, in unnüthige Weit« 
läufigkeiten gerathen würde. Es kann nämlich jede in der Form 4 gegebene 
Verwandtschaft leicht auf die Form 2, oder auf die Form 3 reducirt werden. 

Um z B. eine unter der Form 4 gegebene Verwandtschaft f^. J ^ ^ ^ q auf 
die Form 3 zu bringen , braucht man nur t^ und cp' oder u und c? aus den gpge- 
benen Gleichungen zu entwickeln und in den gefundenen Gleichungen ^^ B.y(tt.rt 
die Goordinaten f und cp' als die neuen Coordinaten r* und 5^ und die Functio- 
nen 9)(i/»i^) und zi^^) ^^^ ^^^ Coordinaten des andern neuen Coordinatensystems 
pq zu betrachten. Und wollte man sie auf die Form 2 bringen, so brauchte man 
nur zu untersuchen , welcher Zusammenhang zwischen den festen Puncten oder 
Linien, auf welche die Coordinaten u und p bezogen werden, und denjenigen des 
Coordinatensystems /'cp' Statt findet, und hieraus den Zusammenhang zwischen 

, ^ v 11-1 u = ip'(<',toO , /«a7tt',©') , 

den Coordmatensystemen i/p und/(P, nemlicn ^ » /r* «,) <>der ^/^ v^) ^ ^^ ab- 
zuleiten und durch Substitution desselben in die gegebenen Gleichungen 

KT ii/ i i\ 4if i ^ A d. h. auf die Form No. 2 i, ^ ^ ., 

aiu bringen. Hatte man z. B. die in der Form 4 gegebene Ve^andtschaft 

io<L. Ap CS » ^® ^ ""^ ^ respective die Entfernungen/?^ und pB jedes Punts /> 
(Fig. 8) der primitiven Figur, von den beiden festen Puncten A und ß, t\ cp' da* 
gegen die Entfernungen p'C und p'D des analogen Puncts p^ bedeuten, so suche 
man aus der gegenseitigen Lage der vier Puncte^« B, C, D auf den Zusammen- 
hang zu schliessen, in welchem die Coordinaten u und c, d. h. die pA und pB 
jedes Punts der primitiven Figur, zu den Coordinaten i und cp d. h. pC and pD 
des nämlichen Punts stehen, oder auf denjenigen der Coordinaten u\ 9\ t\ a^, 
d. h. p^Af p'B, p^Cf p*D^ des analogen Puncts p\ 

Obgleich also jede gegebene Verwandtschaft ^ ^ / ip") s o '^^^^' ^^^ 
die Form 2, als auf die Form 3 reducirt werden kann, werden doch die roeiiten 
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Verwandtschaften, bei geeigneter Auswahl der Coordinatenp» q^r^, sf, in der Form 

No. 4 |JY q\''^) SS ^"^ einfachere Weise als in der Form 2 oder 3 darge- 
stellt werden können. Es wurde z. B. nicht wohl gethan sein^ wenn Jennand' 
der mit der Natur des Coordinatensystems No. 2 vertraut wäre, die einfache Form 
No.4 

e = $in(Ä) 

r'= cos(Ä) 
gegen die complexere Form No. 2 

K((x'+£)^4-y^)) = cos.|y(Ca;-4.a + e)' + (jr + Ä)«)] 
vertauschen wollte, oder wenn er die gegehene Verwandtschaft in der Form No.3 

/ ^ Q betrachten wollte, weil alsdann vorher die Natur des neuen Coordinaten- 
systems ;9^ zu untersuchen wäre, dessen Coordinaten nicht die Entfernungen je- 
des veränderlichen Puncts von den festen Puncten ji und By sondern respective 
der Sinus und der Cosinus dieser Entfernungen sind. 

Eine andere Art, die Untersuchung der Form No. 4 zn vermeiden und 
auf die Form 2 und 3 sich zu beschränken, wäre die: jede Transformation von 
der Art No. 4 als eine doppelte Transformation zu betrachten» d. h. als die Ver- 
bindung einer gewissen Tradsformation von der Art 2 mit einer Transforma- 
tion von der Art 3. Transformirt man nämlich eine primitive Figur /(u, p) = 

tf « l" . . . 
durch eine Transformation von der Art No. 3 z. B. ^ ^ ^ in eine intermediäre 

F]gur/(/'^€P") = und nachher diese intermediäre Figur durch die Transfor* 

mation von der Art No. 2 ^//^ y(f fg/) ^^^^ F(fw' /«/) — '" **"® dntte Fi- 
gur /"(/', <p) = 0, so erhält man das Nämliche, als wenn man die primitive Figur 

U ^ /^ mm a)(^ lo'i 

/(u, p) = unmittelbar durch die doppelte Transformation ^ ^ ^' ^ yOf^uf) *^^ 

eine die ihr durch die Verwandtschaft der Art No. 4 pf ^ J ^'v ^ q verwandte 

Figur transformirt hätte. Umgekehrt kann man daher auch jede Transformation 

von der Art No. 4 ^ _ /^\ ,. in die sie zusammensetzenden Transformalionen 

No. 2 und 3 theüen. Es können aber zwei Transformationen D und Ef deren 
erstere die Figur yi in die Figur C und die Figur B in F transformirt, während 
die £ die Figur j4 in B und C in G transformirt , entweder zu der doppelten 
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Transformation DE verbunden werden, welche ^ in G transformirt » oder zu 
der, die Ain F verwandelnden Transformation ED, oder auch zu der Transfor- 
mation D + E\ wobei die primitive A durch die Transformationen D und E 
gleichzeitig afficirt wird. Es kann daher jede Transformation von der Art No. 4 

^ y y^* (o') a ^'^*^^^^r ^'* ^^® Transformation von der Art No, 3 ^ ^ ^/ be- 

trachtet werden , welcher eine Transformation von der No. 2 ^ ^ ^^ v)^ ^ 

vorausging, oder als die von der Transformation No. 2 ^/^ yf/'i«^ g^^^'g*^ 

Transformation No.3 ^ ^ ^t . Hätte man z.B» die unter der Form No.4 durch 

die Gleichungen ^ ^ ^» gegebene Verwandtschaft, d. h. eine Aehnlichkeit, ohne 
ähnliche Ltige, so konnte man diese Transformation der primitiven F]gur/(a;,y)=0 

in die analoge Figur y(4'tV) = ^ entweder als eine vom Puncte « „ q ^'* ^*''" 
grosserungs-Centruro ausgehende a malige Yergrosserung der primitiven betracb- 
teuy welcher eine solche Ortsveränderung der primitiven gefolgt wäre, wobei die- 
jenigen ihrer Puncte, welche vorher die Axeo x = und jr = bedeckten» jetzt 

auf die Axen 4 ^= und 17 = zu liegen kämen^ oder als eine vom Puncte » 

ausgehende amalige Yergrosserung, welcher eine von den Axen x=0 und ^=0 
nach den Axen 4 = und 97 = hin Statt gefundene Ortsveränderung voraus- 
ging; oder endlich als eine Transformation, bei welcher die primitive z. B. eine 
Stunde brauchte 9 um sich von den Axen XX* und Tl? nach den Axen ^^S^und 
Tl^ hin zu bewegen, und in der nämlichen Stunde eine von einem gewissen, zwi- 
schen den Puncten ^ ^ q und ^ ^ q biegenden Puncte ausgehende a malige 

Vergnisserung erfuhr. 

In dem speciellen' Falle unseres Beispiels könnte man , statt die unter der 

Form No. 4 gegebene Verwandtschaft / ^ als eine Combination von 2 und 3 
oder von 3 und 2 zu betrachten , die gegebene Verwandtschaft unmittelbar als 
eine Form No,2 , ^ ^ betrachten, wenn man nur zu dem neuen Goordinaten-Ur- 
sprunge ^ ^ g den sogenannten Situationspunct der gegebenen Transformation 

, ^ nähme. Jede von einem gewissen Puncte ausgehende Vergrösserung 
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hat nämlich die Eigenschaft, dass, wenn ihr eine gewisse Bewegung der Figur 
vorausgegangen oder gefolgt ist. oder gleichzeitig mit ihr Statt gefunden hat; die 
beiden Transformationen durch eine einzige, von den jedesmaligen Situationspunc- 
ten der doppelten Transformationen ausgehende amalige Vergrosserung ohne 
hinzukommende Bewegung ersetzt werden können. Stellt man sich nämlich die 

durch die Gleichungen ^ ^ ^y ausgedruckte Vergrosserung D als der Bewe- 
gUDg JE^, oder^ ^ .^ vorausgehena vor, so kann die resultirende Transfonna- 
tionD^odey ^ l^'^^l als 

d. h, als eine vom Pnncte 

a 



1-a 

b 



ausgehende Vergrosserung betrachtet werden, während die doppelte Transfor- 
mation ED, oder f ^ « fx -*- 6) ' durch die vom Puncte 



aa 
X = 



1-a 

ha^ 

^— 1-a 

ausgehende amalige Vergrosserung ersetzt werden kann. Und die aus der gleich* 
zeitigen Wirkung beider Ursachen resultirende doppelte Transformation D + E 
kann man sich aus n, z. B. aus 60 kleineren Transformationen zusammengesetzt 
vorstellen, so als wenn z. B. wahrend der ersten Minute die Figur die Vergros- 
serung 

x' = (|/a)xx 

y' = (i/a)Xjr 
während der folgenden die Bewegung 

b ' 
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während der dritten Minute die Yergrosserung 

u. s.w. erführe. Man erhält alsdann leicht, bei der Annahme n =s od , die Coor- 
dinaten des Centrums, von welchem die die Yergrosserung mit Bewegung ersez- 
zende Yergrosserung ausgeht. Im allgemeinen aber wird die aus der Combina- 
tion zweier Transformationen Dund£ resultirende doppelte Transformation DJE^ 
oder ED, oder D + E, nicht durch, eine einzig*e einfache Tränsformation von 
ähnlicher Art ersetzt werden können, so dass es doch am Ende besser ist, sich 
nicht auf die Fälle 2 und 3 zu beschränken, sondern den allgemeinen Fall 4 zu 
untersuchen. 

YYird die zwischen zwei in zwei Ebenen liegenden Figuren Stattfindende 

Yerwandtschaft p.^ / a/) « o ^'* ^^^ Aenderungen andeutend betrachtet, wel- 
che die vier Coordinaten u, p^ t\ 9/ des veränderlichen Elements des Coordinaten- 
Systems li» f?^t\ w* erfahren, so lässt sich diese Yerwandtschaft einerseits mit den 
Flächen^ andererseits mit den (kirpen doppeüer Krümmung vergleichen. Bei 
der Untersuchung der Eigensdiaften einer solchen Yerwandtschaft treten also zu 
den bei der Discussion der Curven doppelter Krümmung eintretenden Schwie- 
rigkeiten noch diejenigen hinzu, welche bei der Theorie der jp/äc^/} vorkom- 
men; so wie ferner noch einige den Yerwandtscbaften eigene Schwierigkeiten, 
so dass die Häufung dieser dreifachen Schwierigkeiten die Theorie der Ver^ 
opandischqfien zu einem der complicirtesten Theile der analytischen Geometrie 
macht. 

Mit den Flächen stimmen die Yerwandtscbaften darin überein, dass jede 

Flache y(x, ^, ^ ss und jede Yerwandtschaft o^- ,,' / mA « ^^"® zwiefach 

ausgebreitete Elementar- Reihe, d. h. gleichsam eine Anzahl von od' Elementen 
ausdrückt, so dass jedes Element einer Fläche oder einer Yerwandtschaft nicht 2, 
sondern unendlich viele Nachbar -Elemente hat Da nämlich das Element des 
Systems i/, p, /', a/, wie oben bemerkt, eine Combination eines Elements des Sy«- 
stems UV mit einem Element ^es Systems t'a>* darstellt, so erhält man alle mög- 
lichen Elemente des Systems uvt^w', wenn man jeden der oo vielen, von — OD 
bis + OD sich erstreckenden, der Coordinate u zu gebenden YYerthe mit jedem 
der QO vielen, der Coordinate v zu gebenden YYerthe combinirt und alsdann jedes 
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dieser od* Elemente des Systems i/c? mit jedem der od' Elemente des Systems /'«?' 
zusammen sich vorstellt. Es hat daher das System i/p/'o^ qd^ Elemente, welche 

aber durch die Verwandtschaft j^y'^'^v ^ q auf od* reducirt werden; gerade 

so, wie die Bedingung desLiegens ^uf.der Fläche /(x,f, 2) s= die od' Elemente 
oder Puncte des Systems a:yz auf od' reducirt. 

Mit den Cun?en doppelter Krümmung dagegen stimmt die Verwandt- 
schaft fY^J^ jpS ^ Q darin uherein, dass beide zu ihrer Bestimmung zweier 

Gleichungen bedürfen; woraus folgt, ^ass (so me der Ausdruck pv^'J^'v ^ q 

keineswQtges die Curve doppelter KrunNnung selbst, sondern vielmehr das System 
der beiden, die Curve mittels ihres Durchschnitts darstellenden Flächen y(x,y,£)=:0 
und jF(x, ^ z) :;= bedeutet) auch der gewöhnliche Ausdruck einer Verwandt- 

*^^^' FXtu^/ u/) « ^"^ allgemeinen allzu bestimmt ist, als dass er nur diese 
Verwandtschaft ausdrücken sollfe, und daher eigentlich eine gewisse Art aus- 
drückt, in welcher man sich selbige aus den unbestimmteren Verwandtschaften 
/(u»Ptt\*a^) und JF(m, p, /', a?*) = zusammengesetzt vorstellt. Die Gerade 
z. B., in welcher die beiden Ebenen /la54-JJy-f-C2+l = und Da;+Ey+Fz+l=ü 
einander durchschneiden, ist isugleich der Durchschnitt jedes andern Paares von 
£benen> die die Gerade durchstrietchen , und wird also nicht durch den, 6 Con- 

Manten enthaltenden Ausdruck ßx-hEti-hPM^hl =• «"gedeutet, indem schon 
4 Bedingungen zur Bestimmung der Lage einer Geraden im Räume hinreichen, 
sondern erst durch die Gleichungen 

(Ax + By+Cz + l) + c(Daf+Ey + Fz + l)=zO, 
iAx + By + Cz't-l) + (/(Dx + Ey + Fz + X)^0; 

wo durch das Hinzutreten zweier unbestimmter Grössen c und c*, die 6 Con- 
stanten auf 4 redudrt sind. So auch enthält die durch die Bedingungen 

j4u + Bp + Ct' + Dcp'+l = und Eu+ Fi^ + Gt' + Hcp'+1 = 

dargestellte allgemeine Verwandtschaft ersten Grades, welche bei der Annahme, 
dass lii^ und fa/ gewöhnliche Parallelcoordinaten sind, die Verwandtschaft der 
Affinität ausdrückt, nicht 8, sondern nur 8 — 2 = 6, in den Ausdrücken 

Crdle't Joonial f. d. U. Bd. XLUL Heft 5. 34 
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enthdtehe Constanten. 

Mit den Curipen doppelter Krümmung stimmen ferner die Verwandt- 
schaften auch in der Hinsicht uber^in, dass, so wie man aus den Gleichungen 

IXst 9%) « )^^^ ^^^ ^ Coordinaten eliminiren und sich alsdann jedes Paares 
dcff 3 auf diese Weise gefundenen Projections-Ausdrücke •J>(a:,y)=0, z(^,z)=0, 
9(y^z) c=s statt der gegebenen zwei Gleichungen zum Ausdruck der Gurve be- 

dienen darf, so auch der gegebene Ausdruck j^' / «^)"o ^^ncr Verwandtschaft 

durch 2 willkuhrliche der 4 durch Elimination einer Goordinate aus ihm erhalte- 
nen Ausdrucke 

ersetzt werden darC Es ist aber im Systeme xj/z keine der 3 Coordinaten o? oder 
p oderz mit der einen Goordinate inniger als mit der andern verbunden; weshalb 
denn, so lange man keine speciellenGurven betrachtet, im Allgemdnen kein Gmnd 
vorhanden ist, des einen oder des andern der 3 Paare Projectiooen eher als 
eines der beiden andern Paare sich zu bedienen. Im Systeme u, p, 1f^ q?\ dagegen 
sind die vier Coordinaten yt zwei und zwei zu einer nämlichen Figur gehörig 
weshalb nian im Allgemeinen, zwar nicht einfachere, aber doch zur Untersuchung 
geeignetere Formen einer Verwandtschaft erhält, wenn man sich des ersten und 

des zweiten Paares, d. h. ^#^ F^(u.v)* ^^^^ ^^^ dritten und des vierten, d. b. 
u - ^(r, v/y ^'* ^^°" "»^" "^*^ ^^' P^^"-^^ ^v,f,w) - <>^«^ x(u. 1-, tO - 

^^^^ V(«,l',io') - ^^^^ jfC»,«',»') - ^"™ Ausdrucke der gegebenen Ver- 
wandtschaft bedienen wollte. Es können jedoch Fälle vorkommen, wie z. B. bei 
der Verwandtschaft 

X* = sin (aa:) + cos (by) 

X = sin(c/r) -f- co%{dy^, 

wo die Einfachheit eines gewissen Gleichungen -Paares y(J ^^^\ «s o ^*^*®^ *'* 

den zur Untersuchung der Verwandtschaft geeigneteren ihrer 6 Projections-Aus- 
drücke bezeichnet. 

Ein Gegenstand 9 dessen Erforschung bei der Untersuchung der Eigen- 
schaften der Curven und Flächen vorkommt, ist die Bestimmung der Anzahl und 
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der Art der Durchschnätspuncie oder Durchschnittscurpen , in welclien zwei 
Curven oder zwei Flachen einander schneiden. So ist es zur Ergrändung; der 
Natur zweier Verwandtschaften 

Xi^^ ^. ^S «^0 = F(u, i\ t\ ivO = » 

sehr geeignet, zu untersuchen, welche ihre Durchschnitts^Elemente, d. h. welche 
die den beiden Verwandtschaften gemeinschaftlichen Elemente des Systems uot'ct/ 
sind, d. h« welche Elemente des Systems uq mit ihnen analogen Elementen des 
Systems t*iv\ sowohl der einen als der andern Verwandtschaft nach correspondi- 
ren. Solche Elemente Ae% Systems UQt'o;^ müssen den vier Bedingungen 

zugleich genügen; durch welche 4 Gleichungen die 4 Coordinaten u^Q^i\w^ dieser 
gemeidschaftlfchen Elemente völlig bestimmt werden« Ihre Coordinaten li und p 
z. B. ergeben sieh, wenn man aus den gegebenen vier Gleichungen f und o^ ent- 
wickelt und aus denr gefundenen 4 Gleichungen 

f^'hnd ^^ diminirt, tiemlich durch die zwei Gleichungen 

Um Dies duixb ein Beispiel zu erläutern, seien die beiden Verwandtschaf- 
ten respective durch die Gleichungen ^ ^ und 1/ » u^ gegeben, Soll nun 

das Punctenpaar /7 und / (Fig. 9) das den beiden Vergrosserungen gemeinschaft- 
liche Element sein, so muss die Bewegung^/, welche derPiinct/7 der primitiven 

Figur durch die Transformation / ^ ^y» d. b. durch eine vom Vergrösserungsr 
Centrum A ausgehende a malige Vergrosserung erfährt, mit der ihn; durch die 
Vergrosserung ^ ^ i^^ ertheilten Bewegung ^/r identisch sein, d. h. es müssen 

die Puncte k und / auf einander fatten\ was bei der Lage der Figur keineswegs 
Statt findet, indem dazu nöthig ist, dass die beiden Bewegungen pl und ph, d. b. 
die beiden Radii-vectores u4p und Bp^ mit einander parallel laufen, also dass 
die Puncte/? und / in gewissen Puncten der Geraden aABb liegen. 

Die den beiden Verwandtschaften 

34* 
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gemeioschafUichen Elemente sind, da sie den vier Bedingungen 

und daher auch den 6 aus der Corobination dieser 4 Gleichungen entspringenden 
Verwandtschaften 

9(M,P,/',a/) = g)(i/,p,/',fl?0 = O ^C^p,/', «'O = ;f (u, p, /', «^0 = 

zugleich genügen müssen» nicht nur für die beiden gegebenen Verwandtschaften 

sondern im Allgemeinen für jedes der aus der Combination der 6 Verwandtschaf- 
ten zu findenden Verwandtschaftspaare 

u. 8. w. Durchschnitts 'Elemente. Es sind (Iberdies die nämlichen Elemente 
auch die der beiden 6 fach unbestimmten Verwandtschaften 

und 

9(1/, P, t\ o/) + C,;f (a, P, t\ cpO + C,a|;(M, p, /', cvO + «W^w, p, f, (!>•/= 
g)(a. P, t\ ^ + C,o;f (li, p, t\ <pO + C„ap(a, p, t\ (v") + C7^m,p, i^',(iO == 
gemeinschaftliche Elemente, so dass, wenn die Functionen 9, x^ '^» ^ ^^^ ^'Ifi^ 
meinen Functionen vom ^en Grade in Bezug auf alle 4 Veränderlichen u^Q^V^ixf 
sind) die Durchschnitts -Elemente der gegebenen beiden Verwandtschaften zu- 
gleich Qc' andern Verwandtschaften ^en Grades genügen, und* daher zugleich 
die Durchschnitts- Elemente »*• anderer Paare zweier Verwandtschaften ^'ten 
Grades sind. Man nehme zum Beispiel den Fall an, wo die Functionen ^^x^^^^F 
alle vom ersten Grade sind, und wo die Systeme ui? und t^w' homoelementische 
Systeme und zwar gewohnlicher Parallelcoordinaten bedeuten, so ist das Durch- 
schnitts- Element der beiden Affioitälen 

Ax + By+C7f+Dy+1 = Kx + Ly + Ma:'+ Ny + 1^0 

Ex + Fr + GaM^Hy+l = """* Pw + Ry + Sx' +Fy +1 =0 
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odir, weno man ProjectioDs- Ausdrücke benutzen will der beiden Affinitäten 

y ssdx + ey +f y s=8x +ey +r 

zu betrachten. Nur werden die Coordinaten x und^ desjenigen Puncts der pri- 
mitiven Figur, welcher mit seinem analogen Puncto sowohl der einen als der 
andern Affinitat correspondirt, durch die beiden Gleichungen 

(o — a)a: + (* — /8)y + (c — 7/)==0 
(tf — d) 0? + (^ — e) 7 + (/— r) = 
gegeben , woraus sich 

^-(rf-a)(6-/?)-(a-a)(«-.«) 
findet, während die drei fibrigen Coordinaten j, a^, y* des Punctenpaares be- 
kanntlich den nämlichen Nenner, aber andere Zähler haben. Es sind aber diese 
beiden Puncte nicht nur das einzige, nach den gegebenen beiden Affinitäten mit 
einander correspondireude Punctenpaar, sondern auch das einzige Punctenpaar, 
dessen Puncte sowohl nach der Affinität 

^ X + Ä j + Ca' + 2>/ + 1 = 
li:x + Ly + Afa:^ + iKy + l=0, 

als nach der Affinität 

jfco? + JFj + Gj/+ S/+ 1 = 
Px + JRy + Äac' + jF^ + lrsO 

mit einander correspoodiren. Es sind zugleich diese beiden Puncte das einzige 
Paar Puncte, deren Correspondenz jeder der Qt^ im 6- fach unbestimmten 
Ausdruck 

(^+CiJE:+C;Ä+C3P)x+(5+C|F+C;L+C,JR)/+(C+ CiG+Cliilf + CS)yf 

+(D 4- c,ff + c,iK+ c;zo/+ (1 + c, + C,+ Q = 

+ {!)+ C,H+ C,iy+ C,F)y + (1 + C4 + C, + Q = 

enthaltenen Affinitäten mit jeder der od' durch den nämli^en Ausdruck darge* 
stellten Affinitäten gemeinschaftlich ist 

Rücksichtlich der Anzahl der zweien Verwandtschaften gemeinschaftlichen 
Elemente ist auf Folgendes zu achten. Eine Curve vom pien Grade 

fp(xy) = aaf + bxT^ y + ro^y + + 1 = 

begegnet einer Curve vom ^ten Grade '^{xtV) = im Allgemeinen m p X q 
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Durchschnütspuncted. Lässt man jedoch die \p{p .+ 3) CoefiidcnteD./i« h^ c 

clc. der Curve tp{xy) = und die kqiq + 3) Co^iBcienten ä, ß, y, eta 

der Curve y\>{xy) = continuirlich sith ändeni». .so werden unter gewisser ge- 
genseitiger Beziehung der Coefficienten a^b^c, etc und oi»,ß,y^ etc. einige 

der/>X 9^ Durchschnittspuncte, welche vorher endh'che Coordinatenwerthe hat- 
ten, jetzt unendlich grosse Werthe bekommen und sich daher vom Goordinaten- 

X I» 
Ursprung ^ q unendlich weit entfernen« Da nun aber solche unendlich sich 

entfernenden Puncte ihre Existenz in gewisser Beziehung verlieren, so pflegt man 
auch wohl diese, so wie die imaginären Durcbschnittspuncte« nicht: mitzuBahlen ; 
in welchem Falle /7 X 9 nicht die Anzahl der Durchscbnittspuncte, sondern nur 
das Maximum derselben ausdruckt, welches diese Anzahl niemals fiberschreiten 
darf. So auch bei zwei Verwandtschaften 

g)(xjxy)= T|;(xjr x'jrO = 

z(^^'>0= F(,xyxy)=^Q. 

Sind die Functionen g>,;f,a|;,jPrespectivc vom />*•",. y*®", r*«" und s^^ Grade 
in Bezug auf alle vier Coordinatenx^y.x^y', so giebt es im Allgemeinen pXqXrXs 
Punctenpaare , deren Puncte nach beiden Verwandtschaften mit einander cor- 
respondiren. Will man jedoch, nach Analogie der bei den Durchschnittspuncten 
der Curven üblichen Terminologie, nur diejenigen Punctenpaare betrachten, 
deren Coordinaten all^ reeÜ siind, d. h. bei denen ein reeller Punct der primitiven 
Figur mit einem reellen Puncte der analogen Figur, sowohl nach der einen als 
nach der andern 'Ven^andlschaft correspondirty so bekommt man im allgemeinen 
viel weniger als pgrs Punctenpaare. Die Anzahl der gemeiqschafth'chen Punc- 
tenpaare vergrossert sich etwas , wenn man nach Magnus Erinnerung (Bd. II, 
S. 418) auch a^f die Gorre&pondeoz derjenigen Puncte Rucksicht nimmt, von 
welchen ein reeller Punct der primitiven Figur mit einem imaginären der analo- 
gen, oder ein imaginärer Punct der primitiven mit einem reellen Punct der ana- 
logen Figur correspondirt. Nimmt man endlich auch auf diejenige Punctenpaare 
Rücksicht, deren Coordinaten alle vier imaginär sind, d. h. bei denen ein imagi- 
närer Punct der primitiven Figur mit einem imaginären der analogen Figur cor: 
respondirt, so erhält man die vollständige Zahl ^7 r<$ der genrieinschaftlicll tdr- 
respondirenden Punctenpaare beider Verwandtschaften, so lange Wenigsten» 
keines derselben unendlich grosse Coordinaten - Werthe bekommt. Findet 
Dies Statt, und zwar entweder so, dass alle vier Coordinaten, oder so , dass nur 
einige derselben, t,3. die o^nnd j<*, unendlich gross werden, diej;'undy' dagegen 
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endlich bleiben» so erfordert die analytische Consequenz» dass man im ersten 
Falle die unendlich entfernten Puncte der primitiven Figur als mit den unendlich 
entfernten Puncten der analogen Figur einmal oder mehrere Male nach beiden 
Verwandtschaften correspondirend betrachtet; und im zweiten Falle, dass man 
die unendlich entfernten Puncte der primitiven Figjur mit einem oder mehreren, 
vom Coordinaten- Ursprung nicht unendlich entfernten Puncten der analogen 
Figur nach beiden Verwandtschaften correspondirend sich vorstellt. Die gewöhn- 
liche Redensart jedoch nimmt auf diese Correspondenz der im Unendlichen lie-> 
genden Puncte keine Rücksicht, und erkennt daher den beiden Verwandtschaften 
alsdann weniger ah pqrs gemeinschaftlich correspondirende Punctenpaare zu. 

Ein Beispiel imaginärer, zweien Verwandtschaften gemeinschaftlicher Ele- 
mente giebt die ColUneation. Denn es seien zwei allgemeine Collineationen durch 
die Gleichungen 

ax-k-by-^ e ^ ax-hßy + y 

_ i,*j±Ayjti ^^ i _ tx-^^y-^k 

^ i/x + 0^ + i y ^x -4- ey -H 1 

gegeben, so iindet man diejenigen Puncte der primitiven Figur, welche durch die 

erste collineäre Transformation zu den nämlichen Puncten der analogen werden, 

wie durch die zweite Transformation, durch Auflösung der Gleichungen 

fla?-f-&if + c ^ a x-^ßy + y . gx-j^hy-h) _ Tx-^&y-h- k 

d. h. sie sind die vier Durchschnittspuncte der zwei Kegelschnitte 

iax + bp + c){i5x -f^ SV + ly — (da: + ep + iy{ax'h ßy + y)=0 
(gx + hy +j){3x + ey + 1) — (ßx + ey 4- l)(rx 4- *y + A) = 0. 

J>a nun aber entweder 2 dieser 4 Durchschnittspuncte» oder alle 4 imaginär sein 
können 9 so ergicbt sich, dass es bei jedem Paare zweier Collineationen immer 
4 Puncte der primitiven Figur giebt, welche nach beiden Collineationen mit den 
nämlichen Puncten analog sind ; und zwar entweder so, dass die 8 Puncte alle 
reell, oder so, dass sie alle 8 imaginär sind; oder endlich so, dass es in der pri- 
mitiven 2 reelle und 2 imaginäre Puncte giebt, welche respective mit 2 reellen 
und 2 imaginären Puncten der analogen Figur in zweifacher Hinsicht coUineär 
verwandt sind. Diejenige gemeinschaftliche Correspondenz eines Punctenpaares, 
wo ein reeller Punct der einen Figur mit einem imaginären der andern 
nach beiden Arten verwandt wäre, kann in diesem Beispiel nicht vorkom- 
men, weil in der Collineation (wenigstens in der gewöhnlich betrachteten ^ wo 
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die CoeflidenteD a, b, c, etc alle redl sind) einem reellen Puncle immer ein 

reeller Punct entspricht« 

Specialiren sich die Collineationen zu den Affirtitäten 

a:^ = aa::t-by + c , w' =s atr+ ßp + y 

so ist das jetzt einzige, gemeinschaftlich correspondirende Panctenpaar immer 
reell^ in Bezug auf alle vier Cöordinaten ; so lange wenigstens, als die Coefficien« 
ten a,b, calle reell sind« Gleichwohl kann durch das Unendlich -sich -entfernen 
Gorrespondirender Puncte auch hei den Affinitäten die gemeinschaftliche Cor- 
respondcnz ihre Existenz gewissermaassen verlieren. Es ist dazu nur die Be- 
dingung 

nothig, d. fa. dass der den vier Cöordinaten 

(c-y)(A- ^)->a-t)(&-/g) 

gemeinschaftliche Nenner = sei, und zwar ohne dass diese Bedingung allen 
vier Cöordinaten endliche, in der Form q ausgedruckte Werthe gäbe. Specia- 
lisiren z. B. die Affinitäten sich zu den Ortsveranderungen 



x'=:a: + l w* SS x + 3 

y = y + 2 /=jr + 4, 

so bekommen alle vier Cöordinaten unendlich grosse, durch g ausgedruckte * 
Werthe. 

Es betrachtet nun die gewohnliche Redensart die der primitiven Figur in 
einer von der Richtung der XX^ von den Winkel arc.tg.2 abweichenden Rich- 
tung gegebene Bewegung niemals, auch nicht bei den unendlich entfernt liegen- 

4 
den Puncten, als mit einer in der Richtung arc.tgg Statt findenden Bewegung 

identisch« Indessen verlangt die analytische Gonsequeqz, dass man alsdann die 
in unendlicher Entfernung Statt findende endliche Bewegung der primitiven Figur 
als eine vom Cöordinaten - Ursprung aus unmerkbare, d. h, als eine Nicht-Bewe- 
gung betrachte, welche alsdann mit der von den asymptotischen Zweigen der 
primitiven, bei der zweiten Bewegung erlangten scheinbaren Unveränderlichkeit 
co'incidirt. 
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Stellt man sich nicht zwei, «ondern drei verschiedene Verwandtschaften, 
z. B* die drei Affirdtättn 

x'zszax + bjf'hc x' =iax + ßy + y x' ssAic + By + C 

y'^gx + hy+J y^fisrrr + ^y + x y'^Dof + JSy + F 

vor, so wird es nicht immer ein gewisses Element der primitiven Figur geben» 
welches mit einem gewissen Elemente der analogen Figur nach allen drei Ver- 
wandtschaften zugleich correspondirt, Giebt es aber ein oder mehrere solcher 
Elementen paare, so müssen deren vier Goordinaten den 6 die drei Verwandt- 
schaften ausdrückenden Gleichungen genügen ; so dass solch ein specieller Zu- 
sammenhang der drelVerwandschaflen die Erfüllung von 6—4=2 Bedingungen 
erfordert 

Zur Ergründung der Eigenschaften der Flächen und der Gurven doppeU 
ter Krümmung gebort, ausser der Untersuchung der Dwrchschnittspuncte und 
Dwrchschnitts'curcen zweier Curven oder zweier Flächen, insbesondere auch die 
Betrachtung desjenigen Falles , wo die eine Curve oder Fläche eine der drei 
Goordinaten -Axen oder Goordinaten -Ebenen Ist. Entfernen sich in diesem Falle 
die Durchschnittspuncte unendh'ch weit vom Goordinaten «Ursprünge, so gelangt 
man zu denjenigen speclellen GreiiZ' Formen der Gurve, wo sie einer Goordina- 
ten-Ebene oder elnor Goordinaten -Axe parallel ist, d, h. wo sie in eine Gurve 
einfacher Krümmung oder in eine Gerade übergeht Wir wollen jetzt die Un- 
tersuchung der analogen speclellen Verwandtschafts-Arten versuchen. 

Jede der beiden Gleichungen einer Verwandtschaft 

enthält im Allgemeinen sowohl die Goordinaten der primitiven j ab die der ma- 
logen Figur. Kommen dagegen In der einen Gleichung nur die Goordinaten einer 

Figur vor, so theilt sich die erhaltene spedclleVerwandtschafbartjpJ^ l^^/JT^ q 
je nachdem in der andern Gleichung nur die Goordinaten /' und w der andern 
Figur, oder nur die Goordinaten u und p, oder endlich alle vier Goordinaten vor- 
Itommen, in folgende drei Arten: 

F{p 0»') = F(tt, r) =s iFXa,«', ^ «0= 

Cnne« Joanal f. d. IL Bd XLm. Heft 8. 35 
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Zur Vereinfachung wollen wir den Fall homoelementischer Coordinaten- 
Systeme, und zwar paralleler Coordinaten betrachten, da die meisten Schlüsse Ton 
den speciellen Vcrwandtschafts- Arten 

mit geringer Veranderung unmittelbar auf den allgemeinem Fall nicht -homoele- 
mentischer G)ordinatensysteme sich übertragen lassen. 
Betrachten wir zuerst die Verwandtschaft 

' " JF(x,y) = 0. 

Welche auch die endlichen Werthe a und ß eines beliebigen Punts ^ „ ^ der 

primitiven Figur sein mögen : immer müssen die analogen Coordinaten a:' und y^ 
der Ton a ixndß unabhängigen Bedingung F(x% jrQ =s genügen, d. L immer 
muss der analoge Punct sich auf der Curve F(x\ f) e= befinden. Umgekehrt 
muss jeder Punct der primitiven Curve, welchen nicht im Unendlichen liegenden 
Fddct der analogen Curve er auch zum Correspondenten haben möge, immer auf 
dto vom analogen Puncte unabhängigen Curve /(ar,^) == sich befinden. Es 
hat also jeder auf der Cixtve f(jx^y) = liegende und vom Coordinaten -Ur- 

spnmg nicht unendlich Entfernte Punct ^ ^ d der primitiven Figur jeden belie- 
bigen Punct der Curvei^(x',y^ = zum Correspondenten, d.h. die ganze Curve 
F{pf%y^ =s 0. Jeder dagegen nicht auf der Curve /(ar,y) = und nicht im 

Unendhchen liegende Punct ^ „ ^ der primitiven Curve hat in der analogen 

Figur keinen einzigen Punct zum Correspondenten, ausser den im Unendlichen 
liegenden und zugleich auf der Curve F(x\ ^ = sich befindenden Puncten, 
d. b. ausser den Spitzen der der Curve F{x\ p') = angehorigen asymptotischen 
Zweige* Umgekehrt ist jeder nicht im Unendlichen liegende Punct der analogen 
Figur, wenn er sich zufällig auf der Curve F(x', y^ = befindet, der Correspon- 
dent der ganzen Curve /(a^p ff") =^ 0. Wenn er sich dagegen nicht auf 
der Curve jP(a?, y) =2 befindet, ist er nur der Correspondent der Spitzen 
der asymptotischen Zweige dieser Curve /((ar, y) = 0. Ein Beispiel dieser spe- 
ciellen Verwandtschafts -Art ist die aus der allgemeinen Affinität 
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durch die vier Specialisirungen C=:D = £ = jF=0 entspringende Verwandt- 
schaft 

-^a? + jBy + 1 = 

Für jeden auf der Geraden Ax-^By + 1 s= nicht Hegenden Punct 
^ ^ der primitiven Figur bekommt man alsdann 0?'= q-^^ s=s ao » 

für jeden Punct dagegen der Geraden Ax + By + 1=0 erhält man x* s q* 
d. h. in unserm Fall jeden beliebigen der Bedingung Ga^+Hj^ + 1 ==: ge- 
nügenden Werth der x*i und eben so bekommen auch die übrigen G)ordinaten 

y' und X und y entweder den Werth ao , oder den unbestimmten Werth q . 

Zu einer geometrischen Erläuterung dieser Verwandtschafts-Art führt 
folgende Betrachtung. Man nehme zwei nicht parallele Ebenen und einen aus^ 
serhalb derselben liegenden Punct an, verbinde jeden in der einen Ebene liegen- 
den Punct mit dem festen Punct durch eine Gerade, und betrachte alsdann, mit 
Steiner (Systematische Entwickelung etc. S. 254), als den entsprechenden Punct 
des veränderlichen Punctes denjenigen Punct der andern Ebene, in welchem sie 
von der Geraden getroffen wird. Man stelle sich nun den festen Punct als un* 
endlich entfernt, und zwar auf der Spitze des gemeinschaftlichen Durchschnitts 
der beiden Ebenen liegend vor: dann hat jeder in dieser Durchschnitts -Geraden 
liegende Punct der einen oder der anderen Ebene diese ganze Gerade zum Cor- 
respondenten, da solch ein Punct der primitiven Ebene mit dem festen Puncte 
durch eben diese Gerade verbunden wird, die Gerade aber ganz auf der andern 
Ebene liegt und daher mit allen ihren Puncten diese Ebene trifft. Jeder dagegen . 
nicht in dieser Durchschnitts -Geraden liegende Punct einer von beiden Ebenen 
wird mit dem festen Puncte durch eine der andern Ebene parallele Gerade ver- 
bunden, und hat daher den unendlich entfernten Durchschnittspunct dieser < 
Ebene mit der ihr parallelen Geraden zum Correspondenzpunct. Nimmt man 
jetzt die Coordinaten-Axen so auf den Ebenen liegend an, dass die Ait TY* im 
Durchschnitt beider Ebenen liegt, so hat die Verwandtschaft unseres Baspiels 

35 • 
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zum analytischen Ansdrud: ^^sa o* ^^^^^^^ ^^^ ^^^ einer andern Lage der Goor* 

dinaten-'Axen Ansdrueke von der Form ßx'-^-Uy'-^l « ^'^^'^^"^'d** 
Man betrachte jetzt die andere specielle Yerwandtschafts-Art 

Hier sind die Coordinaten x und y, welche endliche Coordinaien-Werthe^ ^ 
sie auch zu Correspondenten haben mögen ^ immer den beiden von e und ^ un- 
abhängigen Bedingungen ^r^ v) » unterworfen, d. h« sie sollen immer eines 
der durch Auflösung der Gleichungen p^^ #/} » ^^^^^ ergebenden Wertben- 
Paare ^ „ ß n wä ff ^^^ ^^" ' ^'^ Coordinaten x' und y' dagegen kommen 
in der Verwandtschaft nicht vor» und bleiben daher, so lange wenigstens o? .und |f 
eines jener Werthen« Paare ^ ß etc. darstellen, gan% unbestimmt. Es cor- 
respondirt folglich jeder nicht im Unendlichen liegende Punct der primitiven Fi- 

«B cai tf 

gor, wenn er einer von jenen Durchschnittspuucten ^ ^ o etc. der beiden Cur- 

venyi[x, 3r) =s und JP(x, y) = ist, mit der ganzen analogen Figur; dage- 

gen, wenn es kein anderer Punct ^ ^ ^ ist, mit keinem einzigen Puncte der ana* 

logen Figur, oder wenigstens mit keinem ausser den unendlich entfernten. Jeder 
nicht im Unendlichen liegende Punct, oder sogar jede Curve der analogen Figur, 

hat, wo sie auch Hegen möge, immer die nämlichen Puncte ^ ^ ß y ^ ff 

etc. zu Correspondenten. Ein Beispiel gibt die aus zwei allgemeinen Adßnitälen 
durch die Specialisirungen C=sD = G^ssH^szO entstehende Verwandtschaft 

Ax + By + 1 =1 

Ex + Fy+1 = 0. 
Der Ausdruck 

® — DO^HC 

redudrt sich durch die Spedalisirung zwar für jeden Werth der x und jr auf die 

scheinbar unbestimmte Form q, bleibt jedoch nur für denjenigen Werth ^ ^ 
welcher die Ausdrucke Aa+ßß^hl und ea + Fß + 1 zugleich annuliirC 
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wirklich DDbestimmt, und redudrt sich für jedes andere Paar Wecthe ^ ^ g auf 

auf die bestimmte Form OD, Eine geometrische Erläuterung ergiebt siohi wenn 
man» wie oben, zwei Ebenen a;y und a^y^ und einen festen Punct betrachtet 
und die beiden Ebenen einander parallel und den festen Punct im Puncte 






«= s 



y 

der Ebene liegend sich vorstellt, d.h. wenn man für die zwischen den beiden Figu- 
ren Statt findende Verwandtschaft die Aehnlichkeit mit unendlichem Unterschiede 
der Grosse annimmt. Jede in der Ebene x'y' gezeichnete Figur wird alsdann mit 
dem festen Puncte durch Gerade verbunden, welche alle die Ebene xy in diesem 
festen Puncte treffen, und hat daher nur diesen einzigen Punct zum Correspon- 
deuten: jede dagegen in der Ebene xy gezeichnete Figur hat zu ihrem Cor» 
respondenten die unendlich entfernten Durchschnittspuncte der Ebene x'y' mit 
den ihr parallelen Geraden, welche die in der Ebene xy liegende Figur mit 
dem festen Puncte verbinden. 

Betrachten wir jetzt die drüie Verwandtschaft 

F(x,y,x\y'):=^0. 

Die Coordinaten x und y jedes beliebigen Puncts der primitiven Figur sind hieri 
wie in dem Falle No. 1, immer der von der Lage ihrer endlich entfernten analo- 
gen Puncte unabhängigen Bedingungy(x» J^) =^ unterworfen, und müssen sich 
daher auf der Curve/(^,y) =i befinden: die G>ordinaten a:^ midy^ dagegen 
sind weder 9 wie in dem Fall No. 2, unbestimmt« noch unterliegen sie, wie in 
dem Fall No. 1 , einer von x und y unabhängigen Bedingung. Es correspondirt 

also jeder nicht auf der Gurvey(x, ^) == liegende Punct ^ ^ ^ der primitiven 

nur mit den im Unendlichen liegenden Puncten der analogen Figur; jeder dage* 

gen auf der Curve/(^, Jf)aB liegende Punct ^ ^ hat eine ganze, gewisse, 

mit der Fortbewegung des Puncts ^ ^ in Form und Lage sich ändernde Curva 
J'(a, ß, a?', y^ =3 zum Correspondenten. Umgekehrt hat jeder Punct ^^ . ^ 
einen gewissen von der Lage dieses Punctes / ^ ^abhängigen ^^^^^fY^al^^mO 
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der primitivien Curve zum Correspondenten» und zwar immer einen auf der Cunre 
/(^f y) = «ch befindenden Pun ct. Es hat jedoch dieser Punct * ^ seine 
mit dem Puncte der Curve f{pp,Jf) = Statt findende Correspondenz mit allen 
denjenigen Puncten J ^ ^f y' ta j^ ®*^ gemein , welche sich mit dem Puncte 
y' aa r ^"^ ^^^^^ nämh'chen Curve von der Art F(a, ß, x\j^) = befinden. 

Als Beispiel diene der Fall, wo die Verwandtschaft ^,^ '^/ -^ «. o •'^^ 
zu der Form ^ !# «^ » sp^^^t'^**'^» ^» ^* ^^ ^'^ sich auf eine beliebige der 

Formen ^(^^ ^ «, o • ""^^^ xi^y y) - ' ^^^«^ ;,;(a?', y) - ^""8^*^ '«««^- ^^ 
lässt alsdann der Punct y ^ a die Coordinate tu' unbestimmt, bestimmt dagegen 
den Werth der x' zu F{a^ /?, x') = 0, d. h. zu x' = £, und es hat folglich der 

SR T^ et 

Punct y. ^ ß die ganze der Coordinaten-Axe Tüf parallele Gerade ^^ = e zum 
Correspondenteo, während umgekehrt nicht nur der Punct ^/„ ^ » sondern je- 

«'s»« 

der andere, von der Axc TTf gleichweit entfernte Punct ' ^ ^ mit dem Puncte 

_. ß correspondirt. Geometrisch, wird Dies erläutert, wenn man sich, wie oben, 

zwei £benen und einen festen Punct vorstellt, und zwar die beiden Ebenen nicht 
mit einander parallel, den festen Punct aber auf der Ebene a;^' liegend, in einem 
beliebigen, unendlich entfernten Ort, nur nicht auf der Spitze des Durchschnitts 
der beiden Ebenen ; d. h. wenn man diejenige Verwandtschaft betrachtet^ welche, 
wenn die Coordinaten-Axe XX* in den Durchschnitt der beiden Ebenen gelegt 

und die Axe TT nach dem festen Punct gerichtet wird, die Form^f^ ^ zum ana- 
lytischen Ausdruck hat. Es hat alsdann jeder in dieser Durchschnittsgeradeo lie- 
gende Punct der Ebene xy die ganze ihn mit dem festen Punct verbindende und 
auf der Ebene x*}/' h'egende Gerade zum Correspondenten, während jeder andere 
Punct der Ebene xy mit dem festen Punct durch der Ebene 'xfy* parallele Gerade 
verbunden wird^ und daher nur die unendlich entfernten Durchschnittspuncte 
der Ebene x^y* und dieser ihr parallele Geraden zu Correspondenten hat. 

Von der Untersuchung der Eigenschaften einer Curve/(a?,y) = besteht; 
wie oben bemerkt, ein wichtiger Theil in der Betrachtung ihrer Durchschnäts-^ 
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puncte mit einer Curpe '^(x,y)ssO^ d. h. in der Aufsuchung derjenigen spc- 
dellen Puncte der CuT\e/(x,ff) = 0, welche, ausser dieser» allen Puncten der 
Curve gemeinschaftlichen Bedingungy*(a7, jf) = 0, auch noch der neuen Bedin- 
gung genügen 9 dass sie auf der Curve aj;(a7y y)=sO liegen sollen. So liegt für 

die Untersuchung einer gegebenen Verwandtschaft p^ ^ /«,')— *^" wichtiges 
Mittel darin 9 dass man die Verwandtschaft durch Hinzufugung einer oder zwei 
neuer Bedingungen y/v ^'/,o') „ o ^P^ciah'sirt. Wird nur eine neue Bedingung 

a|;(ii, Pj t\ (p^ = hinzugefügt y so reducirt sich die Anzahl der od', durch die 
gegebene Verwandtschaft dargestellten Elemente des Systems u^ v, /^ w* auf cd'^ 
d. h. es findet nicht mehr die Correspondenz jedes der od' Elementen des Sy- 
stems UQ oder /'cp' mit einem oder mit mehreren Elementen des andern Systems 
Statt, sondern es reducirt sich alsdann diese Correspondenz auf diejenige gewisser 
QD^ Elemente des Systems up und gewisser Qd^ Elemente des Systems t'w* mit ein- 
ander« Fügt man z.B. der in homoelementischen Polar-Coordinaten ausgedruck- 

ten Verwandtschaft p,^ ^ J ^/^ ^ die Specialisirung fp* — 9 = hinzu, so hebt 

sich aus allen, nach der Verwandtschaft «v ' ^ Jaf\^Q ™^ einander correspon- 

direnden Curvenpaaren dasjenige heraus, welches die Eigenschaft hat, dass die 
Vereinigungs- Gerade je zweier correspondirenden Puncte durch den Coordina- 

ten-Ursprung geht. Fügt man dagegen der Verwandtschaft p(^ J/a^ a, o ^^® 
Specialisirung '^(r^ 9) ==0 hinzu, so bleibt die Correspondenz der bestimmten 

Curve 'i|;(r, 9) = mit der ihr nach der Verwandtschaft fVrl^ J o") => ®"^^^ 
gen Curve zu betrachten. 

Werden der gegebenen Verwandtschaft zwei^Specialisirungs-Bedingungen 
hinzugefügt, so reducirt sich, (wenigstens wenn die Functionen^ F, oj;, ^ alge- 
braisch sind) die Anzahl der 00^ durch die Verwandtschaft überhaupt dargestellten 
Elemente des Systems u, p, t\ a/ im Allgemeinen auf eine endliche Anzahl Ele- 
mente von u, p, /',(v'; d.h. es werden nur diejenigen speciellen, in endlicher An- 
zahl vorhandenen Elemente des Systems ziP und des Systems iW betrachtet, wel- 
che mit einander, ausser nach der gegebenen, auch nach der neuen hinzugefügten 
Verwandtschaft correspondiren. Es ändert sich jedoch die Bedeutung dieser 
Specialirung einigermaassen , wenn die hinzugefügten neuen Bedingungen nicht 
die allgemeine Form 
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X(M, 9, f, «/) = 0, 

sondern eine der beiden spedellen Formen 

<i|>(m, = , tfrC«, p) rs 

Xiu,p)^^ **'*' ««',«'0 = 

haben* Im ersten Fall sind diejenigen Elemente der analogen Figur zu betrach- 
ten, welche nach der gegebenen Verwandtschaft mit den aus den Bedingungen 

i|;(i/, c^) SS und x^^ i') ss zu entwickelnden Elementen ^ ^ a ^ wm ff 
etc. correspondiren ; im zweiten Fall die mit einander nach der gegebenen Ver- 
wandtschaft jyv ' / ,o'\ « correspondirenden primitiven Elemente der Reihe 
'i|;(u, (?) = und der analogen Elemente der Reihe ^(/^ v/) =s 0. Fugt man 
z.B. der Verwandtschaft i^J*^'^'^ ^ Q die correspondirenden Bedingungen 

^ Q oder ^ hinzu« so bekommt man respective diejenigen Puncte der 

analogen Figur» welche mit dem im Coordinaten - Ursprünge befindKchea Punct 
der primitiven Figur, oder diejenigen, welche mit den im Unendlichen liegenden 
Puncten der primitiven correspondiren ; welche letzgenannten Puncte der analo^ 
gen Figur sich bei vielen Verwandtschaften jeder zu einer ganzen Curve aus- 
breiten; wie z«B« bei der ColUnecUion^ wo der einzige Punct sich zu einer Ge- 
raden, d.h. zu der sogenannten Gegen' Aioe ausdehnt Specialisirt man dagegen 

die gegebene Verwandtschaft jyj ' / /^ ^ q durch die Bedingungen ^ ^ q » ^^ 

gelangt man durch die für y und y' gefundenen Werthe ?!' ^ ^ v ■» ^ ^*^ ^^^ 
Kenntniss derjenigen Eigenschaft der gegebenen Verwandtschaft, nach welcher 
es auf der Coordinaten- Axe TT' keine andern Puncte der primitiven gieb^ deren 
entsprechende sich auf der nämlichen Ase TT' befanden, als gerade die gefun- 
denen Puncte y ^ ß y ^^ ^*C' d^ncn respective die Puncte ^ ^jt mi mt ff 
etc. entsprechen. Specialisirt man die gegebene Verwandtschaft jfl^ wt^^^ » 

durch die Bedingungen ^ „ ^ f so bekommt man die im Unendlichen liegen- 
den« einander entsprechenden Puncte beider Figuren, d. \l man gelangt durch 
die für 9 und 9^ gefundenen VVerthe zur Kenntniss derjenigen Richtong, welche 
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em asymptotischer Zweig der primitiven Curve haben soll, damit er nach der 
gegebenen Verwandtschaft mit einem asymptotischen Zweige der analogen cor- 
respondiren könne. 

Unter den zur Untersuchung einer gegebenen Verwandtschaft m»,JJy/)^Q 

ihr zuzufügenden Speciah'sirungs- Bedingungen ist wohl eine der einfachsten das 
Gleichungs-Paar 

Diese Spedalisirungen werden insbesondere bei homoelementischen Coordinaten- 
Systemen interessant. Fügt man z. B. der gegebenen Verwandtschaft, je nach- 
dem sie unter den Formen 

f(x.y,x\y) = /(r, cp, r', 90 = 

F(x,y,x\y^=zO ^^"'^ JP(r,y,r',g)0 = O 
begrifien ist, die Specialirungen 

x + x'=:0 r + r'ssO 

y+.y' = g) + g)' = 

hinzu/ so bekommt man in beiden Fällen diejenigen correspondirenden Puncte 
der primitiven und der analogen Figur, deren gegenseitige Entfernung vom Coor- 
diitiaten -Ursprünge halbirt wird. Wichtiger noch als die Specialisirungen 
u + uf=^0 u + uf = M — m' = 

ist diejenige 

u^u' — O 
c>-p' = 0, 

welche aus den nach der gegebenen Verwandtschaft p.J^ ^' ^/ t/) « correspon- 
direnden Elementen beider Figuren diejenigen heraushebt , welche einander ge- 
genseitig bedecken^ d. h. welche diejenigen Elemente der primitiven Figur kennen 
lehrt, die bei der Transformation der pnmitiven in die ihr nach der gegebenen 
Verwandtschaft analoge Figur sich nicht von ihrer Stelle fortbewegen. Sind als- 
dann U9 und uf^f^ Systeme gewohnlicher Parallelcoordinaten, und zwar, weil 
sie homoelementisch sind, mit einerlei Einheits-Länge und mit den nämlichen 
Coordinaten-Axen, oder sind sie Polar -Coordinaten, oder irgend eine andere Art 
homoelementischer Punctencoordinaten, so erhält man durch diese Specialisirung 
die von Magnus und Flacker Situationspimcte benannten Puncte. In conse- 

Crelle'f Jottinal L d. BL Bd. XLIU. Hefk 3. 36 
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quenter Weise wollen wir überhaupt die aus einer zwischen hoihoelementiscbeo 
Göordinaten ausgedruckten Verwandtschaft durch die Specialisirung ^ ^i ,,^ sidi 

ergebenden Elemente Süuations^EkmerUe der Verwandtschaft \J|^^' jV^umfi 

nennen. 

Die vier, die Situations-Elemente einer Verwandtschaft bestimmenden 
Gleichungen 

lassen sich, wenn mM aus den beiden letzten die Werlbe von vt und ff in ^io 
beiden ersten substituirt, unmittelbar auf die beiden Gleichungen 

/(i/, p, i/, c?) ^ aj;(ii, r) = und F{ji^ r, u, p) =^ ;f (i/, p) = 
reduciren, und sind daher auch als die Dor^r^cA/uif/jpi/mr/e der Kurven i|;(a7,y)=0 
und xip^ y) = 0, oder überhaupt als die den beiden Curvea '^tjif ^== und 
;|r(ii. p) = gemeinschaftlichen Elemente zu betrachten. Da nun aber» vmün 
die Functionen /und ^ in Bezug auf alle vier Coordinaten x^ /, x\ '/^ respec- 
tive algebraische Functionen vom p^^^ und ^tea Grade sind, auch die Functionen 
ol» und X in Bezug auf die beiden Goordinaten x, y respective den /^ten und q^^^ 
Grad haben» und daher die Curven vom p^^^ und q^^^ Grade 'i{>(x, jr) = und 
jf(x, y) s= einander in pXq Puncten durchschneiden, so folgt, dass eine Vei^ 
wandtschäft deren eine Gleichung in Bezug auf alle oder einige Goordinaten vom 
^ten Grade, die andere vom ^ten Grade ist, im Allgemeinen ^ X y reelle oder 
imaginäre Süuaiions» Elemente hat. Die Situatiunspuncte, z. B. der Verwapdt- 

««' ■■ 1 

Schaft y^ BB I • wo /? SS y s= 2 ist , sind die Durchschnitte der sich auf zwei Sy* 

«* ■■ 1 

steme zweier Geraden reducirenden Kegelschnitte . ^ ^ und daher die 2x2=: 4 

Puncte: 

Es vermindert sich aber, wie oben bemerkt, die Anxahl der.eigeqtlichen 
pX^ Durchschnittspuncte zv^ier Curven vom p^^^ und yten Grade a|;(a> y) =s 
und x(Xpy) = um eine, oder um mehr als eine Einheit, wenn eine oder mehr als 
eine Asymptote der Curvea|)(rr, ^) s= mit einer, oder mehr als einer Asymptote 
der Cnntx{^py) = parallel läuft, und daher ein oder mehr als einer von den 
pXq Durchschnittspuncten sich vom Goordinaten -Ursprung unendlich entfernt 
und gewissermaassen seine Existenz als Durchschnittspunct verliert. Es haben 
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daher auch diejenigen Verwandtschaften, von deren ;>X^ Situationspuncten einer^ 
oder mehr als einer, im Unendlichen liegen, mliit^ns weniger als pX 9^ eigentliche 
Siluationspuncte. 

Ein Beispiel giebt die CoUineation. Es hat nämlich die CcUipeation mit 
allen in der allgemeioen Form 

+ /a; + mjr + /ja?'+/>y'+l =0 

.....+ Zar + iT/y + iVay' + Py' + l = 
enthaltenen Verwandtschaften den Besitz von vier reellen oder imaginären Situa- 
tionspuncten gemein. Da jedoch die CoefGcienten Jl g F, G etc. der 



/Ä?a;' + gra?y+Äya7^+7V^ + /a? + my4-yia?'+/?/ + l aas 
Fa;a:' + Gay^+ Hs^ + %'+ Lx+ ilf y+ Aa?^ +iy + 1 = 0, 

vrooB sie die Gollineation darstellea sollen, nicht alle 16 von einander miabbän^ 
^g sein mögen, indem durch 8 Bedingungen schon die Gollineation ganz be- 
stimmt wird, so sind die beiden 9 die vier Situationspuncte einer wilUührlicheo 
Gollineation durch ihre vier Durchichnittspun'cte darstellenden Kegelschnitte nicht 
zwei willkürliche Kegelschnitte, sondern zwei solche, zwischen welchen eine ge- 
ytis^ gegenseitige Beziehung Statt findet; und zwar die, dass eine der beiden 
Asymptoten -Richtungen beiden Kegelschnitten gemein ist. Von den vier Durch* 
^cfanittspuncten beider Kegelschnitte liegt daher immer einer im UnencHictien;' 
Weshalb denn auch einer der vier Situationspuncte der allgemeinen Colhneation 
sieb immer in unendliche^ Entfernung vom Goordinaten-Urspninge befirrdet. Da 
nun aber dieser vierte Situationspuncte während er sich unendlich entfernt, seine 
Existenz gewis^ennaassen verloren hat, so kann man auch wohl, mit Plucker, 
(System der änslytischen Geometrie S^ 66) und mit Seydewitz (Grwurt's Archiv 
Bd. 8. S. 25) der Gollineation nur drei Situationspuncte zuerkennen. 

Betrachtet man , um die Natur des vierten Situationspuncts genauer zq 
ergründen^ die die allgemeine Gollineation ausdruckenden Gleichungen 

^ ax'hby'he , gx -h Ay *f- j 

* =c/:F + ey+l ""^ y-dx-hey + V 

so bekommt man für diejenigen Puncte der primitiven Figur, deren entsprechende 
die Goordinaten -Werthe / ^ haben sollen 9 die sogenannte Gegen - Axe 

36^ 
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dx + ^y + 1 = 0. Betrachtet man die nämliche Collineation unter der ande- 
ren Form: 

« - (ear '-. b)(dif'-^g)^{fly'^h)(äx'^) "°^ 

y ^ (ea^ - 1) {ßy - *) - («/- A) (dii^'-.a) ' 
so bekommt man für diejenigen Puncte der analogen Figur, welche den im Un- 
endlichen liegenden Puncten der primitiven Figur entsprechen, die Gleichung 
der andern Gegen -Axe 

welche im Allgemeinen der vorigen Gegen -Axe nicht parallel ist Es hat also 
derjenige Punct der primitiven Figur, welcher den Bedingungen ,/ » od ^^^ 
dx + e/ + 1 = zugleich genügt, d. h. die Spitze der Gegen - Axe 
i/o? + ^ + 1 = , die den Bedingungen (dh—ge)xf+(ae—6dy+(^bg'^ah)=^} 

a/ ^ a^ 

und ^ ^ ^ zugleich genügende Spitze der andern Gegen-Aze zu ihrem anaio- 

gen Puncte; jeder andere dagegen, im Unendlichen liegende Punct der primitiven 
Figur hat irgend einen nicht im Unendlichen liegenden Punct der Geraden 

{dh — ge)x'^{ae — bd)f+(bg^ah) = Q 

zum Correspondenten. Es giebt daher bei der Collineation Leinen im Unendli-» 
chen hegenden Punct der primitiven Figur, dem die den eigentlichen Situationa- 
puncten efgene totale Unveränderiichkeit der Lage bei der Transformation der 
primitiven in die analoge Figur zukäme, sondern es giebt alsdann auf der Spitze 
der Geraden clx -H ^y + 1 = einen gewissen Punct der primitiven Figur, 
welcher^ wenn gleich er sich nach der Spitze der andern Gegen -Axe fortbewegt, 
doch insofern ein Situatioospunct genannt werden kann , als er stets im Unend- 

liehen sich befindet, d. h. weil seine Coordinaten ^ ^ ^ die nämlichen sind; we- 



x'«iQO 



nigstens die durch den nämlichen analytischen Ausdruck dargestellten Werthc/ 

behalten. Fragt man daher, welche die Lage des vierten Situationspuncts der 
allgemeinen Collineation 

^ rf« -♦- cy -f- 1 '^ dx-hey-hl 

sei, so geben die analytischen^ Formeln einander widersprechende Antworten« 
Je nachdem man nämlich von dieser Form der Collineation, oder von der die x 
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und yvckx* und y' ausdrückenden Form der nämlichen \'erwandtscbart ausgeht, 
«bekommt man für die gesuchte Lage eine unendliche Entfernung vom Coordinaten- 
Ursprunge: entweder in derjenigen Richtung, welche von der Richtung der Coor» 

dinaten-Äxe XJl? um den Winkel arctg.f — -) abweicht, oder in derjenigen, 

Welche mit der Richtung der XX^ den Winkel arc. tg . i ^ > ,) macht. 

Alle Situations- Elemente einer beliebigen Transformation D, welche 
die primitive Figur, je nachdem sie die Figur A, oder die Figur C ist, entweder 
in Coder in Hsich verändern lässt, sind zugleich Situations -Elemente der Trans- 
formation 2D, wodurch die Figur j4 m H übergeht. Es hat aber die neue Ver- 
wandtschaft 2D im Allgemeinen noch andere, der D nicht angehorige Situations- 
Elemente. Denn es sei die Verwandtschaft D durch die Gleichungen 

w' = g)(l/, <;) 
•;' = F{u. v) 

gegeben^ so wird jedesWerthen-Paar^^^, welches den Gleichungen ^ S/ ' \ 

genügt, die Gleichungen 

ll' = q)[g)(li,<7),J'(a, <;)] 

auf ^ " ^^ V und daher auch auf ^' ^ ^ rcduciren, d. h, es wird auch den 

neuen Gleichungen 

i/ = y[cp(ii,p),/'(ii,p)] 

P = F[cp(i/,i^),F(ii,c^)3 

genügen. Diese neuen Gleichungen sind aber, Venn 9 und F algebraische ra- 
tionale Functionen bezeichnen, im Allgemeinen von höheren Graden, als die vo- 
rigen ^ ?y y und geben daher mehrere Werthe von u und p, d. h. mehrere 
Situations -Elemente der Verwandtschaft 2JD, als die durch die Gleichungen 
^ a B\ 'S gegebenen der Verwandtschaft D. Es seien z. B. bei der Verwandt- 

Schaft D, ausser den Situationspuncten ^ ^ ß y ^ S ^^^' ' ^'^* ausser den 

gar keine Ortsveränderung erleidenden Puncten der primitiven Figur, noch an- 

dere gewisse Puncte ^ ^^ « » y ^ * ®^^* vorhanden, welche beim Üe- 

bergange der primitiven in die analoge Figur nach den Oertern ^' ^ ^g 
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# ^ _y , ela sich fortbewegen, also eine halbe Umdrehung um den Gk>r* 

dinateh- Vorsprang machen, so wird die Verwandtschaft 2 D sowohl die Pancte 

^ ß etc., als die Puncte ^ » j etc. zu ihren Situationspnncten haben. Es 

werden also im Allgemeinen die Situations- Elemente der m fachen und n fachen 
Transformationen 

M' = g)[(g) ^l^{fl,v). J(c/,P)], F\}f{u,v). F(u,c)] )] 

p^=sF[(9.....g)[9(i/,p), Fiu^iO]. F{sp(M.o). F{fi.p)] )] 

nicht coincidiren. Eine Ausnahme macht jedoch der Fallm + 7»=sO, z.B^ 
wenn m=+ly i» = — list: denn die Situations-Elemente der Verwandtschaft 

+ Z) oder j?v^ J i/t/) » '^^ *^'® ""* denen der Verwandtschaft ~ D oder 
F(Vu'*ii!^ identisch, weil beide durch das nämliche Paar Gleichungen 

Diese Identität der Situations -Elemente zweier entgegengesetzter Trans^ 
formationen findet auch dann noch Statt, wenn jede eine aus der Nacheinander^ 
Folge zweier Transformationen zusammengesetzte doppelte Transformation ist. 
Lässt man z. B. der Transformation +D» welche eine primitiv^ Figur Aln C 
ändert, die die Figur C lia (r ändernde Transformation + E folgen, so hat die 
hieraus entstehende, die A in G ändernde doppelte Transformation -f- J> + JB 
die nämlichen Situations -Elemente, wie die entgegengesetzte, die G in A än- 
dernde Transformation —(+D + -E) oder — JE— D; und jubefbaupt coinci- 
diren die Situations -Elemente der* vier Transformationen dbDdbjS respeclJva 
mit denen der vier entgegengesetzten Transformationen rpJE:^!^. Uebtediess 
sind die nämlichen vier Elementen - Gruppen zwar oicht immer, aber doch bei 
vielen Verwandtschaften, mit den den vier Vexwandtschafts-Paaren=b2> und r^pJE 
gemeinschaftlichen Elementen respective identisch. Denn es seien die Transfor- 
mationen + D und +£ respective durch die Gleichungen 

(/ = X{ßt i^) ° ^' =3 F{u. v) 

gegeben, so wird die doppelte Transformation Hh D + jEr « wenn man durch 
^ und ^ die den Functionen oj; und F entgegengesetzter Functionen bezeichnet, 
durch die Gleichungen 
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ii' = 4x[q)(ii,p), X(ihp)] 

ausgedruckt, so dass im Allgeroeioen die die Durchschnitts -Elemente der Yer- 
wandtchaften -I- D und + E ausdrädkenden Gleichungen 

a|;(ii,p) = u' = 9(m,p) 

mit den die Situations- Elemente der Verwandtschaft +D — £. bezeichnenden 
Gleichungen 

nicht identisch sind, sondern andere Werthe der u und p, d.h. andere Elemente 
geben^ W$ren i; B. die Verwandtschaften + D und -^ E zwei allgemeine Col- 
lineationen 

r = rfar + «y+l ""^ y = ^or+ey + l • 
so sind bekanntlich die Verwandtschaften — E und +D ^E zwei neue Colli- 
neationen« Da aber von den vier Situationspuncten einer beliebigen Collineation 
-I- D — £ der eine immer ein im Unendlichen liegender uneigentlicher Situa- 
tionspnnct ist, so sind. die Situations- Elemente der Verwandtschaft +D — E 
lind die nach ddn Verwandtschaften -1^ D und + E gemeinschaftlich correspon- 
direnden Elemente in dem Beispiel im Allgemeinen nicht identisch^ weil diejeni- 
gen vier Puncte der pHmitiven Figur, welche durch diecollineäre Transformation 
-H D in die nämlichen Puncte d^ analogen Figur, wie durch die Collineation 
-f- £ sich ändern , die vier im Allgemeinen nicht im Unendlichen liegenden 
Durchschnittspuncte zweier allgemeiner Kegelschnitte sind. 

Ein Beispiel dagegen von zwei solchen Verwandtschaften -t*2) und +E, 
bei welchen die Situations -Elemente der Verwandtschaft +Dr^E mit den 
Durchschnitts -Elementen der Verwandtschaften + Ji und 4-.£ colncidiren, ge- 
ben die beiden Verwandtschaften 

y'sscx-i-dy y^ =^ gcü^+hy^. 

Es folgt daraus fiir die Verwandtschaft — ,-E: 



^—V he-fg ' y r he-fg 



fg ' 
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und daher für die Verwandtschaft + D — E: 

^= »^ re^^Tfi = V Är=7* 

J"- r Ae-/g - r A««/^ ~ 

Es werden nun diejenigen Puncte der primitiven Figur, welche nach den Ver- 
wandtschaften + D und + E mit den nämh'chen Puncten der analogen Figur 
correspondirea, gefunden, wenn man in den Gleichungen 

.> ^ 1 / g(gar -f- dy) - g(aar ■♦- 6y) 
J-r he^fg 

die Accente weglässt: also durch die nämlichen zwei Gleichungen, welche auch- 
die Situationspuncte der Verwandtschaft +D — E geben. 

Zu den Verwandtschaften + D und + E, bei welchen die nach den 
Verwandtschaften ± D und ± E gemeinschaftlich correspondirenden Elemente 
respective mit den Situations- Elementen der Verwandtschaften ± J> =f £ und 
daher auch mit den der Verwandtschaften ± J?=}=/) coincidiren, geboren alle 
Verwandtschaften von der Form 

was sogleich erhellet, wenn man in den*die Situations -Elemente der -l-D — 1: 
bestimmenden Gleichungen 

die entgegengesetzten Functionen q^ und ^ nach der andern Seite hinuberscbäfft 
und sie daher auf die Form 

bringt, indem aus eben diesen Gleichungen auch die nach den Verwandtschaften 
-h 1) Hh £ in die nämlichen Elemente der analogen sich ändernden Elemente der 
primitiven Figur gefunden werden. 

Folgendes ist ein Beispiel solcher Coincidenz. Es sei die Transformation 
+ Z> eine von dem Puncte A (Fig. 10), dessen Coordinaten s und s' sein mö- 
gen, ausgehende emalige Vergrösserung, und es sei daher -V-D durch die Glei- 
chungen a;'_5 = €(a;-5) x' = ex^{e^\)s 
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ausgedruckt, wäbrend + e eine vom Vergrosserangs- Centruni B oder ^ j 

ausgehende und durch 

a;'=/r-(/-l)r 

ausgedrückte /malige Vergrossening der primitiven Figur bedeutet« Soll nua^ 
derjenige Punct der primitiveo Figur sein, welcher mit seinem Analogon das 
Puncten-Paar darstellt , deren gegenseitige Correspondenz den Aehnlichkeiten 
+ /> und +E gemein ist: so müssen die dem VuncXe p, entweder vom Functe 
A aus, oder von B aus gegebene Yergrosserungs . Bewegungen pl und pk iden- 
tisch sein ; d. h. es müssen die Puncte / und k den nämlichen Punct darstellen. 
Eben so ist eine gegenseitige Bedeckung der Puncte / und n, oder q und p, oder 
q und n nothig, wenn der Punct /? mit dem analogen Puncte der andern Figur 

das dem yerwandtschaftS' Paare _^ oder ^ oder ^^ gemeinschaftliche 

Element darstellen soll. Soll dagegen der Punct^ der Situationspunct der Aehn- 
lichkeit — D — £ sein , so muss der im Puncte p liegende Punct der primitiven 
Figur, nachdem er Anfangs die von A ausgehende Verkleinerung — /) erfahren 
und sich nach q fortbewegt hat, nachher aber, wegen der yonB ausgehenden 
Verkleinerung — E^ von q nach m hinübergegangen ist, einen solchen Punct 
der analogen Figur darstellen, der gleichfalls in p sich befindet; d. h. es müssen 
die Puncte/? und m auf einander fallen. Eben so ist, soll der Punct y? der Si- 
tuationspunct der Aehnlichkcit — JB — /), oder der Aehnlichkeit +E — /), oder 
der +D + E etc. sein, dazu die Erfüllung der Bedingung nothwendig, dass der 
Punct/? respective mit dem Puncte r, oder^» oder h etc. co'incidire; 

Fallen nun aber die Puncte k und /, d. h. die Bewegungen pk und pl^ zu- 
sammen, so müssen (den Fall , dass der Punct p sich unendlich entfernt, ausge- 
nommen) die Geraden Bpk und y^/? / einander decken; d. h. beide müssen die 
Gerade aABb darstellen; also muss sich der Punct/? irgendwo in der Geraden 
aABb befinden. Fallen dagegen die Puncte/? und m, d. h. die Bewegungen 
qp und qm zusammen, so müssen die Geraden Aqp und Bmq im Allgemeinen 
sich auf der Geraden aABb vereinigen; mithin muss der Punct q, und daher 
auch wiederum der Punct /?, sich auf der Geraden aABb befinden. Es erhellet 
hieraus, dass alle betrachteten Situationspuncte und gemeinschaftlich correspon- 
direnden Punctenpaare Im Allgemeinen auf der Geraden aABb sich befinden. 
Und zwar findet man die Lage des ersten jener Puncte, entweder wenn man ihn 
als den primitiven Punct des nach den Verwandtschaften +2) und + JBgemein- 
Crelle'i Journal f. d. M. Bd. XLIU. Heft 3. 37 
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schaftlich correspondirenden Poncteopaars betrachtet, d. h. wenn man seine Coor- 
dinaten x und y aus den Gleichungen 

ea:-{e^l)s=:fx-(/—l)r und ey-(e-l)s' =fy '^(f-l)f' 
entwickelt 9 oder wenn man ihn als den Situationspunct der Verwandtschaft 
+ /) — E oder +E — D betrachtet, d. h. wenn man den Transformationen 
4-D und +JB respective die Transformationen — E und — -D, nemlich 

hinzufugt und alsdann aus den von ihren Äccenten befreiten Ausdrücken 

__ ['»<f-(e'-l)*1-t-(f~l)r __ [/»-(/ -l)r1 ■♦•(«- 11* 

*- / , /^~ • 

__ [e y-(<-iyjH,(f-iy "" [/ y-(/-l)r]+(e-iy 

^-" / •^— « 

der Transfonnationen+Z> — £ oder +E — D die Werthe der Coordinaten o; 

und y ableitet Auf alle drei Arten bekommt man für den gesuchten Punct 

die Lage 

(g-l)*4-r(l -/) (<~iy + •(!-/) 

Und eben so findet sich, dass die Puncte 

^ - /«(g~l) + r(/~l) ^ _ /Ae-l)-> - /(/-l) 

i(e-T)-Kr(/-l) ^(<-l)^.e/(/-l) 

*= ^-n . r= ^1 

respective die Situalionspunctc der Verwandtschaften 
d. h. die von jeder von den beiden Yerwandtschaflen 

—D , +n . —n 

—E , -E , +E 

in gleicher Weise afficirten Puncte der primitiven Figur sind. 
Utrecht im Juli 1850. 
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12. 

lieber die Factorielle 

(III \ m(«t — 1) (m — 2) (M'-k-h 1) 
k) — Tr~j. 3 k ' 

in ivelclier die Basis m eine complexe Zahl von 

der Form p+.gi und i die imaginäre Einheit is<^ p 

und q aber reelle Zahlen bezeichnen; desgleichen 

über einige bestimmte Integrale, die mit deru 

selben im Zusammenhang stehen. 

(Von Herrn Prof. Dr. Bacie eu Zürich.) 
(Aus einer Jabebchrift der dortigen natnrfbrscbenden Geseilscluft.) 



1- 

/jafolge der in der Ueberschrift aogegebenen Bedeutung der Factorielle 

v^-^ V * )— T 2^ 3 t • 

Vollzieht man das Product rechts vcrni Gleichheitszeichen, sondert die 
reiten von den imaginären Theilen, stellt dann erstere der Kurze wegen durch P^ 
und letztere durch Qu vor, so dass 

\^) \ k / — 1-3-3—* 

ist, wo nunmehr P^und Q^ reelle Grossen sind, so ist es die nächste und wesent- 
liche Aufgabe: die Grossen JP^ und Qk zu finden. 

Zu einer Bestimmungsgleichnng dieser Grossen , die von der imaginären 
Einheit frei ist, gelangt man auf folgendem einfachen Wege. 
Crette'i Jonnal f. d. H. Bd. XIHL Heft. 4. 38 
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Da man die Gleichung 

n.) Pk+Qiti—(p + qO(p-'^ + 90(p'-^ + ^/^ (p-^k + i^qi) 

\ , so hat man durch die Annahme, i gehe — i über, auch folgende: 

vM Pk—Qki=(j> — 9i)(p-^l-^90(p — ^ — qi) 0?— A+l— 91). 

iUiph'cirt man die homologen Theile dieser Gleichungen mit einander, so er- 
»: ht sich 
^.} in+Cn=(/>'+;'')(0-l)' + 9')CO-2)«+9«) (0,-Ä+l)»+y«); 

v/fvches die angekündigte Gleichung ist 



Zur Bestimmung vpn Pu und Qk ISnnen auch Recorsionsgieichuogen 
.i^v^estellt werden» die wir» ehe wir zu den directen Bestimmungen dieser 
)3sen übergehen, mittheilen wollen. 

Es besteht für jeden ganzen, nicht negativen Zahlenwerth von k die 
' j^ische Gleichung 

Pt^i + Qm^ = (Pk+ QkOip - * + 90- 

richtet man hier rechts die angedeutete Multiplication und setzt die reellen 
".n: reellen und die imaginären den imaginären Theilen gleich» so ergeben sich 
.'.'•\;ende zwei Recursionen; 

(5.) Pw = (/>-*)P*-9C 0^ = (A^-*)ö» + y/\. 

Lässt man in jeder dieser Gleichungen ^ in Ar + 1 übergehen und oimmt 
V l ieder die andere zur Hülfe» so bieten sich folgende Gleichungen dar: 

PM^{p-k^l)P^,^q{p^k)Q,-q'P,. 
Qä^^(p-fc^l)QM + 9ip-fc)PM-q'QM. 
Ol bindet man die erste mit der ersten der vorhergehenden durch EUmination 
/:.( Qt, und eben so die zweiten dieser Gleichungen durch Elimination von P^ 
v/ stellen sich folgende gesonderte Recursionen dar: 

[Qk^-(^ip-k)^l)Q,^^ + ((p^ffy + g^)Q, = 0. 

Diese zwei Gleichungen werden» wenn für Ar nach und nach 1»2»3»*««* A>-2 
ricKLivA wird» Pit in derselben Weise durch Pi und P,» wie Qk durch Qi und Qg 
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darstellen. Erwägt man aber die gegenseitige Yerschiedenbeit der letztgenanntt^r 
Grossenpaare, dass nämlich: 

Qi — 7 • Q2 — 2pq—l 

ist: so zeigt sich die gegenseitige Verschiedenheit der aus den Recursionen ir 
(6) zu erwartenden Endbestimmungen für P« und Qg, welche, wenn k in der 
ganzen Allgemeinheit einer positiven und ganzen Zahl auftritt, schon a prioir v 
eiiannt und auch aus den in der zweitfolgenden Mummer mitzutheilenden Enu 
ergebnissen unzweideutig hervorgehen wird. 

3. 

Durch das bekannte Verfahren, eine algebraische, echtgebrochene und 
rationale Function von x in Partialbrfiche aufzulösen, kann der Bruch 

mi 

wo/(a?) eine ganze rationale Function von x bezeichnet, deren Grad kleiner aU 
r ist und die keinen der Factoreh des Nenners enthält, in eine algebraische 
Summe von Brüchen aufgeloset werden, derien Nenner die einzelnen lineareu 
Factoren des Nenners des vorgelegten Bruchs sind. Damit befassen wir ui;.; 
in der vorliegenden Nummer, worauf vnr in der nächstfolgenden dem in Rede 
stehenden Gegenstande uns zuwenden werden. 

Stellt mw die Summe besagter Partialbrüche folgendermassen dar: 
Ai ji% ji% Ax jj-e 



4 



so ist die allgemeine Constante Ax zu ermitteln , um dann für X = 1 , A; = 2 . 

A; SS 3, A; = r die sämmtlichen Constanten Au A^, A^, A^ zu finden. 

. Zur Bestimmung dieser allgemeinen Constante dient nach dem bekannten 
Verfahren die Gleichung: 

oder auch: 

/(-A.) = (-iy-» 1,2.3 (A,-l). 1.2.3 (r-AiM,, 

welche mit folgender Gleichung gleichbedeutend ist: 

/(- X,) = (- ly-' ^rl\)(r\(rl3):ll :^ '^'^'^ C»" - ^M» ' 

38* 
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oder auch mit folgender: 

Bezeichnet man der Kürze wegen das Product 1.2.3 (r— 1) durch Gdr)^ 

80 erhält man: 

und der im Eingange vorgelegte Bruch stellt sich folgenderroassen dar: 

K^ 1 , 

(« -»- 1) (« + 2) (x + 3) (x + r) 

l { /(-l) /r-K /(-a) .r-l /(~8) iNr^l /"-'/(-*■>) 

Eine noch allgemeinere Zerlegung geschiebt auf folgende Weise. 
Ist 9> ein neues Functionszeich^, und setzt man 

f(x) — <p(x^p), 

wo/7 eine beliebige Constante ist, so ergeben sich folgende Gleichungen 

/(-l) = g)(-l-/,), /(-2) = g.(-2-;,) ./(_r) = 9(-r~;,). 

Mittels derselben geht die vorhin gefundene Urostetlnngsgleichung in folgende 
über: 

<P(*-P) 

(x-i-I)(« + 2)(« + 3) («H-f) 

a(r)( (« + 1) '^ 1 >* « + 2 + ^ ^^ Vr-i; a,^.^ {• 

Lätst man hier ee insc+p, p'mp — 1 übergehen, und ersetzt (p(x) durch 
/Of), so erb3yit man 

i(sl 

(7.) (a:+i>)(« + p+l)(« + p + 2) {x+p^r—l) 

. 1 j/(-P) /r-l /(-l»-l) ■ /r-l/(~p-2) . .s^i/«--l ^(-p-r->.l) ) 

welches die angekündigte allgemeinere Zerlegung und die obige für den spedellen 
Fall ;? s 1 giebt. 

Dieses Ergebniss legen wir in der folgenden Nummer bei der directen 
Bestimmung von P« und Qu zum Grunde. 
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4. 

Erklärt man in dem allgemeinen Ausdruck (7) die durch /(o?) bezeichnete 
Function von x einer Constante und zwar der positiven Einheit gleich^ so geht 
sie in folgende über: 

(« + P)(* + p-*-l)(*-HP-#-2) ..... «-i-|)-i-r — i) 

Ersetzt man nun x durch 9^x\ /? durch /? — k + \ und r durch Ar, so erhält man, 
beachtend die Gleichungen (2 und ä $• l)i folgende Bestimmungsgleichupgen 
für Pj, und Q^i 

P^-Oi» 6(*)/p-*-»-l-}t p-it-».2-3i^p-*+3-y* ^""*' P+?»\* 

Werden diese zwei Gleichungen addirt und snbtrabirt, so erhält man in gleicher 
Ordnung folgende zwei Gleichungen : 

-3-. » l ,,„ > , ,,., ('T') , .... (;:})( 

r.+o; G(*) i<>^**»(j_4+i)<+,»-(p-*«)(p_t<.2)'+i' (-') /"p-T?! . 

r^ + OJ G(ifc)((j»-*+V)V5« (p_A+2)»+8«^ ^ ^^ P'+J»i' 

Stelh man der Kürze wegen die drei Gleichungen 

Indp.q,) = (p*+9')(C;.-iy+7')((/;-2)»+9') ((>-Är+l)*+y») , 

I c \ P /*-*\ P — l . /fc-l\ P — 1 / i\t-i/'*-I\ p-*+l 

auf, so ergiebt sich, beachtend die Gleichung (4) und die Bedeutung von G(J{), 
für die angekündigten Bestimmungsgleichungen : 

.ftx I fc ^ >» 1.2.3.4 (A-lj* 

^^"^ ' 1.2.3.4 (*-l)' 
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welche sämmtlichen Recursionen in ($.2) geoügen und die Ausgangs daselbst 
ausgesprochene Behauptung rechtfertigen. 

Mit Zugrundelegung dieser Ergebnisse findet sich nach Gleichung (l'$.l): 

(10.) f t'*)-(-l)^*^-r?^hiK' A+'^f^'^^! ' 
oder auch 9 beachtend die Gleichungen (4 und 9): 

so dass jede dieser zwei Gleichungen (10 und 11) die im Eingange yon ($• 1) 
verlangte Umformung darstellt. 

5. 

Die im vorigen Paragraphen eingeführten Functionen von p und q sind 
auch durch bestimmte Integrale darstellbar, und umgekehrt können diese he« 
stimmten Integrale auf besagte Functionen und mithin auf die in Rede stehende 
Factorielle gebracht werden; was wir in dieser und den folgenden Nummern 
zeigen wollen. 

Es ist (S. meine Integral- Rechnung 159^) 

Aus diesen, für alle reellen Werthe von b, so wie für reelle und positive Werthe 
von a geltenden Ausdrücken ergeben sich leicht folgende : • 

Wenn hier fürr nach und nach die ganzen Zahlenwerthe k^k-^l, k^% ...%l 
gesetzt werden, so gelangt man, beachtend die Gleichungen (8), zu folgenden 
Ausdrucken: 

'^(p, q\ = /e-^^jcos;>x-(*7^)cos(^-l)x...(— 1)^^^^ dx, 

9(Pf q)k ^Je^'\^Anpx-C'[%ixi{p-l)x...^^^ dx; 
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nnd ans diesen leicht zu den beiden folgenden : 

==Je^'^ {l-(*7 V'+(*7')«-*"-(-l)*-(Jl{)«-<*-"''j dx, 
'^CP'9h'-'9(P'9)k 

aus welchen sich durch Summation der Grossen innerhalb der Klammem die 
Ausdrucke 

'^(P^9)k-iv(P^9h ^Je^'e'^'^{X^e'^')^'dx , 
oder auch die Ausdrucke: 

'^ip.9h + iy(p^9)k = (20^^^'e^i<*-">'^(siiija:)*-*da;, 

^(p.9)k + i9(p»9)k=^(-^lf^^ 

ergeben. 

Sondern wir nun die Fällen wenn k eine gerade und wenn k eine unge- 
rade Zahl ist, so ergeben sich durch Addition und Subtraction der Ergebnisse^ 
falls überdies noch rechterhand der Gleichheitszeichen a durch 2x ersetzt wird^ 
folgende vier Bestimmungen : 

(12-) 9(/>^7)«i = (-l)*"'2**yl"'^oos(2;7-2A + ^ 

(13.) 90?,yWi = (-l)*2^^^'cos(2;>-2*) 

(14.) ^K/',y)u = (-l)*2*J^^'8in(2;.-2Ä+l)x8ina?*-Vx, 

(16.) ip(p,q)^ = (^iy2^'J^' sinC^p - 2k)a:siaa^dx . 

Wird Dieses in die Gleichungen (10 und 11) eingeführt, so stellt sich, 
wie Eingangs dieser Nummer angekündigt, die Factorielle ( ^ ) durch be- 
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stimmte Integrale ausgedruckt dar, Ar mag gerade oder ungerade sein. Umgekehrt 
sind auch Integrale» wie die unmittelbar vorhergehenden, durch dergleichen Fac- 
toriellen angebbar; wie sich Dies in der folgenden Nummer zeigen wird. 

6. 

Aus der Gleichung (11 §• 4) ergeben sich, je nachdem die imaginäre Ein- 
heit I positiv oder negativ genommen wird, folgende zwei Bestimmungen : 



(16.) 



/ N (- 1)*-' \ 1 1 ; 



Je oachdem hier & gerade oder ungerade ist, geben die Gleichungen (12 bis 15 
§. 6) folgende Integral -Ausdrücke: 

J.^'co,(2^-2Ä+l)xslnx-J^ = ^^^^^^^-^^, 
jrA'd«(2^-2A:+l)xsiax«^'d^ = A^|_^^._|^j. 
^e^*cog(2;,-.2A:)a;»iBX«Jx= ÖJX^^^{^^-(1^}' 

Ersetzt man 2q durch o» dann in den beiden ersten Ausdrücken S^2^f 1 
durch b und in den beiden letzten 2p '^2k durch b, so stellen sich diese Ergeb- 
nisse auch folgendermaassen dar: 

(17.) Jj^^b.sinai^^dx^^.^^^^^^ 

(18.) J«"^«»*^««*^'^===^SssJx^5^^^ 

/»• »(-1)»-* f 1 1 ) 

(19.) Je-^cosbx üaa^ dx =;^iß^^ /i*+*-|«\ " /l*+A+}«*\ > ' 
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(20.) j^e-^iinbxaax^'dx = ^ k+])<iflJ ^^y^r^ 

was für alle oicht negativen Werthe von a, für alle reellen Wertbe von b und 
für alle ganzen und positiven Werthe von k identisch gilt. 

2. 

Man hat ferner (S. m. Int.-R. 164) folgendes Integral: 



/, 



^ 1 — €?X 

oder, wenn «in - übergeht, folgendes 









- cosbx j n^ -^ 

wo a und b positive reelle Grossen sind. 

Aus dieser Gleichung lässt sich auch folgende ziehen : 






cosbx.da! ^=1^. e , 



und wenn für a nach und nach a — 1, a — 2, a — 3 a «t» A-i- 1 gesetzt 

wird und die Ergebnisse nach der Ordnung ihrer Folge mit 

multipliclrt werden, so giebt die Summe derselben und der eben aufgestellten den 
Ausdruck 

Berücksichtigt man die Bed^'iituug der in (8) durch ^(p, q)k bezeichneten Func- 
tion von p und q^ so ist auch: 



lg)(a, x\cosbx 



dx 



=i«e-*.j-i(*7^)e*+(*7*)a«* (-i)*-'(j:;)e^*-'>*!. 

oder auch : 

CreUe'f Jooraal f. d. H. Bd. XLIH. Hefl 4. 39 
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Wird nun die erste der Gleichungen in (16 §. 6) berücksichtigt, so stellt 
sich folgender Integral-Ausdruck heraus : 

(21.) /" j(^)-*-(^m«'«**''^'= = ^' ir^k^e-^a-e^y-' . 

in welchem a und b beh'ebige positive und reelle Grossen sind. 

Wendet man auf dieses Ergebniss ein bekanntes Theorem (S. m. Int-R. 
388) an« so erhält man aus demselben auch folgendes Integral : 

(22.) J^e-^i'^-e'y-'cosbxdx:=.^^=^^^^^ 
WO a nicht negativ sein darf, b aber alle reelle Werthe haben kann. 

8. 

Die Differentiation nach b der Gleichung in ($• 7), welche auf die Ergeb- 
nisse in (21 und 22) führte, giebt auch folgende Gleichung: 

Behandelt man dieselbe wie die analoge in (§. 7), so erhält man : 

/•l (*-i) (*-») j 

Berücksichtigt man nun die dritte der Gleichungen in (8), so ergiebfsich 
f aj> (a, x)u finbx dx = J« . e"^ (1 — «*)*-' . 



Zieht man ferner die zweite der Gleichungen in (16) in Betracht, so erhält man 
den Integral -Ausdruck 

(21'.) f' \j;^ - ;;rii:| fänba: da: = i- l)*-»i^w«-*(l - «*)*->. 

t 
* Wird auch auf diese Gleichung ein analoges Theorem, (Int. - R. 389) wie 

auf die in (21 §. 7) angewendet, so erhält man folgenden analogen Integral-Aus- 
druck zu dem in (22) dargestellten : ' 
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(22'.) Je'^i 1- ey-^sinba^dx = '^ j^^ - ^^^ . 
WO a und b dieselben Werthe wie in (22) haben können. 

9. 

Berücksichtigt man die Ergebnisse in (22 und 22' §, 7 u. 8), so wie die 
Gleichungen (16 §. 6), so erhält man auch folgende zwei Bestimmungen für die 
im Eingange durch qi(p, q\ und '^ip, q)k vorgestellten Functionen von;? und q: 

•^(p, q)k = le'^ie—l'^^hmqxdx , 

oder auch, weil innerhalb der Integrationsgrenze 1 — ^^ beständig negativ und 
folglich e'—l beständig positiv ist, folgende: 



(23'.) 



•^(P' 



V 9), = (^iy-Je^(e'-iy-'coBtfxdx . 
,,q\ = (-l)*-»yi^(e'-l)-' anqxJa, . 



Diese Gleichungen ersetzen ganz diejenigen (12 bis 15 $. 5); d. h. sie 
stellen, wie diese, die hier in Rede stehenden Functionen <p(p, q)t, und "^(p, q)k 
durch bestimmte Integrale dar. 

Vergleicht man endlich die Gleichungen (10 und 11 §. 4) mit einander, 
so ergiebt sich, mit Zuziehung der ersten Gleichung in (S) eben daselbst, so wie 
der unmittelbar vorausgehenden Gleichungen in (23'), folgender Ausdnick : 

(24.) ( p^(e'-l)'-* cos qxdx^-^ ( je''^(e'-iy-' ÄiKfxdx^ 

1* 2* 3* (*-l)* 



~ Ö»'-l-9')((p-l)' + 5')((p-2)» + j») (^-*+l)» + 5»)' 

WO p keine negative reelle Zahl, q hingegen jede reelle Zahl sein darf. 



39* 
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13. 

Fandamenta Trigonometriae sphaeroidicae ex- 

acta; imprimis de lineis brevissimis^ vnlgo dictis 

geodaeticis^ in superficie sphaeroidicä. 

(Auetore Dr. Chr. Oudemumn, math. prof. ord. Honast. Gaestpb.) 



1. 
De üiTiirl« planls In saperllcie sphaeroIMca« 

i^i ellipsis plana gyratur circa axem aut minorem, aut majorem, describi^ 
tur corpus, quod dicimus Sphaeroidem. Quia vero a Geographis et Astronomis 
docetur, formam terrae optime aequari eae corporis sphaeroidici , rotatione ellip- 
seos circa axem minorem descripti, in sequentibus supponitur, lineas brevissimas, 
tunc dictas geodaeticas, in eiusmodi corporis superficie esse descriptas. 

Sit in (Fig.l.) linea CP = B semiaxis terrae sphaeroidicae, Cipsius cen- 
trum, P sit polus (septentrionalis), EFDE^ sjt semiaequator, CE=s CF=i CD 
= CjE' = A sint radii aequatoris. Quadrantes congnii elliptici jPjB, PjP, PD 
erunt meridiani punctorum A, M^ Z), per quqe linea brevissima sive geodaetica 
A, M, D, transeat. 

Excentricitas meridianorum , quae simul est ea corporis sphaeroidici, sive 

ratio -j — , quae vulgo litera e designatur, in sequentibus functione sine de- 

signabitur. Si vero sumis • 

-^ — sme, 

invenis * 

B = A.cose. 

Compressio polorum sive complanatio terrae sphaeroidicae versus poios 
est ratio — -j — = 1 — KC^""^*)» 9"2ie vero e nostra nolatione fit: 

— j — = 1 — cose = 28in^Je. 
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Chorda e poIo P ducta si circa hoc punctum ita movetur, ut cum axe PC 
constantem faciat angulum e, describit coni recti superficiem, per aequatoris pla- 
num ita transeuntem« ut intersectio sit circulus» qui est locus focorum uniuscuius- 
que meridiani. 

Omnes intersectiones , quarum plana axem contineant, ideoque angulos 
rectos cum aequatoris piano faciant, esse ellipses congruas, scilicet meridianosi ex 
ipsa corporis definitione sequitur. Si intersectionis planum cum eo aequatoris 
angulos rectos facit,- at per centrum non transit, sine opera perspicies, intersectio- 
nem cum superfide .corporis hanc esse eHipsin similem et simul parallelam eidem 
meridiano. Si intersectiones aequatoris piano parallelae sunt, eae erunt circuli, 
qui vulgo dicuntur circuli paralleli, et quorum quilibet continet omnia puncta ea» 
quibus est eadem latitudo geographica. 

Quaenam vero sunt intersectiones planae innumerae reh'quae ? Huic quaes- 
tioni respondendum est, priusquam disquisitiones aggrediaris, quae curvas non 
planas in superficie sphaero'idica spectent. At leges has frustra quaeris in libris 
stereometricis, equidem eas non inveni. Si intersectionis planum per centrum 
corporis transit, et cum aequatoris piano facit angulum q), intersectio ipsa erit 
ellipsis; cuius si seminaxem maiorem litera a, minorem vero Iherab designat, erit 

(1.) a = A, * = |/(i^iaÄg«c.sin»9))= V(l-.sin*ccos»y ' 

et si huic intersectioni parailela est alia« cuius itaque planum per corporis centrum 
non transit, intersectio haec erit ellipsis priori similis. 

Excentricitas vero ellipseos, cuius semiaxium longitudines formulis modo 
prolatis indicantur, si est sin &, quia pariter est 



invenitur 



= sind". 



tangg*siny 



(2.) ( ^^. l 

( tangö-Ä tang^.sinq)• 
Directiones axium facillime determinantun E formulis (1) perspicis semiaxem 
maiorem intersectionuro omnium, quarum plana per corporis centrum trauseant« 
radio aequatoris esse aequales, quicunque sit angulus cp, quem planum secans 
faciat cum aequatoris piano. At semiaxis minor b, quae pro 9 = aequatoris 
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radio aequalis est, minuitur, crescente anguio 9, et fit minima b =i B^ si anguius 
9 et rectus. 

DemoDstrationem huius legis simplids brevitatis causa supprimimAs, et 
ipsius loco formulas communico, quibus semiaxes ellipsium exprimantur» quae 
sunt sectiones corporis sphaeroidici rotatione eilipseos drca axem maiorem descripti. 
Si 9 iterum designat angulum» quem intersectionis planum per corporis centrum 
transiens facit cum aequatoris piano, formulae sunt 

b — IS, a— y^^_ 8in«esin» "" V(l- sm^eAhUqi) " V(l-*-lang»eco8V)' 
et 8ini9' = sin^sing) • 

Lectoribus, quibus nimis breves sumus, quia studia in bis rebus incipere 
volunt, libellum prae multis simplicitate et perspicuitate excellentem commenda- 
mus auctons reverendissimi mibi amici, eheu quod semper dolebo» ante plures 
annos defuncti viri praestantissimi: ,, Anleitung zu Rechnungen der Geodaesie, 
„von Dr. Fried. Th. Poselger, Berlin, bei Dümmler, 1831. (67 Seiten, 
„klein 4.)" 

Si ex hoc libro sumis log£» = 7,8089667, sive log f = 8,9044834 et 
V(l —s^ = 9,9985953 , est 

logsiite =8,9044834 
log cos e = 9,9985953 
logtange =8,9058881 ' 
log2sin'^^ = 8,9061036 
et e = i^ HV 6^838, cuius arcus pro radio = 1 invenitur: 0,0806044. 
Anguius e non iniuste appellatur excentricüas sphaeroidica angularis. 
Si eilipseos cuiuscunque verticem axis minoris cum foco linea recta coniungis, 
semiaxi maiori haec aequalis est, et cum axe minore facit excentricitatem angu- 
larem huius curvac. • 

2. 
De pmictl latltaflUiiilias trilms sphaeroIMds« 

Si PF est meridianus puncti Min sphaeroidis superficie positi, qui itaque 
per punctum hoc ipsum transit, a puncto M demittamus MN ^=' x in axem PQ 
et si CN = y est, rectanguli MNCQ latera opposita sunt 

CQ = MN=x et CN=QM = y 

lineae coordinatae rectangulares puncti Mf coniunctae aequatione notissima 
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(10 25 + 1* =1' 

qua differentiata praebet: g^ = — ^^i^t unde lincae normalis MLO, quae 

axes meridiani in punctis L et O secet, et cum ipsis angulos 
MLF=L et MOP = \it-L 
faciat, aequationem esst hanc concludis: 

(2.) r'-.r = ^(«'-*) = i^'i-(^'~*)-. 

et simul angulus L est indinatio iineae normalis LM versus, sive potius elevatio 
supra planum aequatoris. Angulus hie a Geographis dicitur latitudo (geogra- 
phica) sive geodatica puncti M, quia circulus minor radio NM = o? a puncto M 
descriptus cum aequatore ipso intercipit superficiei sphaero'idicae lamellam sive 
terrae zonam, cuius latitudo determinatur angulo L, qui ob aequationem (1) com- 
putantur e formula 

(3.) t3ogL = ^-^.?. 

Pari ratione angulus £CF planus, sive ipsi aequalis sphaeroidicus EPF^ 
cui totidem grados et minuta tum prima tum secundasunt ac aequatoris arcuiJElF, 
dicitur longüudo puncüM, siPE est meridianus primus; si non est, ille angulus 
sive aequatoris arcus dicitur recte longäudinem differentia, scilicet earum longi- 
tudinum, quae ad punctailf et^pertinent, et quarum initium determinatur meri- 
diano primo. 

Linea normalis LMeo se commendat, quod per punctum determinandum 
Jlf ipsum traoseat at in eo vituperanda, quod per sphaeroidis centrum Cnoa 
transit, ti L est inter fines £ = et £ = |9r. 

Quare et alia linea in usum vocata est. E centro C duae describantur 
sphaerae, vel saltem ipsarum superficies, quarum prima sphaeroidem tangat ex- 
trinsecus in omnibus aequatoris punctis, altera vero sphaeroidis superficiem intus 
tangat in duobus poiis, ita ut sphaeroides tota contineatur inter duas sphaerarum 
superficies. 

Si nunc applicatam QM prolongas, ut ea sphaerae maioris superficiem 
secet in a, radius Ca=:A sphaerae minoris superficiem perforabit in puncto 
quodam /?, quod cum punctis N et M erit in eadem linea recta. 

Radius Cßa enim cum aequatoris radio CF faciet angulum quendam 
aCJP= G et ideo cum axe corporis CjP- angulum aCP = Jar — G. Quum 
vero inde sequatur 
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(4.) x = ^co8G et y = JJsinG = -^cose.slnG, 
valores hi revera aequationi (1) satisfaciunt. Angulus G, quem peculiari modo, 
qui in libris non invenitur, determinavimus e situ puncti M, est idem, quem Astro- 
nom! habita rafione motus puncti M in ellipsi FMP anomaliam excentricam 
apellare consueverunt, quem vero nunc latiiudinem puncti M mediam sive. 
excentricam appeUemus. Mox videbis e%st G<zL, at esse (r = L, si aut 
L = 0, aut L = 57r sit. 

• Radius Rßa^ e cuius situ pendet situs puncti M, et qui facit angulum 
aCJP=G cum aequatoris radio CF, eo commendatur, quod per sphaeröidis 
centrum C transit, at vituperandus est, quia per punctum delerminandum M non 
transit, exceptis duobus casibus, si M est aut in F, aut in polo P. 

Opprobrium vero hoc parum valet, dummodo geometricae constructionis 
regulam modo prolatam bene intelligis. Dato enim angulo G, hoc modo persim* 
plici invenis quovis casu situm puncti M: In piano PCF ducas e centro quo- 
dam Cradium Cßa, qui hunc angulum G faciat cum aequatoris radio CF, et 
sphaerarum superficies e centro C descript^s, vel si mavis, circulos radiis A ei B 
e centro C in piano P CF descriptos secet in punctis a et ß. Si e punctis hoc 
modo facili inventis a et ^ demittis lineas perpendiculares , ex a in CF^ et ex ß 
in axem CPj harum linearum intersectio erit punctum e data latitudine media G 
determinandum M. • 

Imo et lineam normalem ML ipsam cum h'nea tangente paullum con* 
tinuata constructione invenis. 

Si enim tangentes circulorum ducis, quarum altera circulum maiorem tan- 
gat in a, et radlum prolongatum CF secet in F\ altera vero circulum minorem 
tangat in ß, et axem prolongatam CP secet in P^y linea recta P'F^ elh'psin tanget 
in Mj et erecta in M perpendicularis erit quaesita linea normalis MLj ita ut hoc 
modo angulus L idveniatur e data latitudine media G, 

Insu per videbis« adhibita latitudine puocti M media G, formulas arithme- 
ticas fieri simpliciores et elegantiores. 

Si denique radiuni sphaeroidicum CM = r in usum vocas» qui cum ae- 
quatoris radio Cl'^ faciat angulum MCF=i L\ valent formulae 

(6.) X = r.cos^i^ et y = ^« si»'^ 

et quarum combination/e oriuntur 

(6.) r = J/(x»^y») et lang'L = | . 

Quare tres anguli L, G , 'L accurate distinguendi appellantur puncti ihT latitudi* 
nes, quos nunc comparemus. Quia e formulis (4) sequitur formdla 
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'^ = cos e . lang G . 
substituendo obtines 

(7.) img^L = cos e . tang G . 

unde perspicis esse latudinem ^L <Z G, et 

(8.) tangG = cos & tang L,- 

unde perspicis, esse L > G >- L, quare non iniuste latitudinem G appellavi- 

mus mediarn^ praesertim cum ex formulis (7 et 8) componatur proportio 

continua 

tangL : tangG = tang 6 : tang^L 

sive formula 

(9.) tangG = |/(tangl . tang'JL). 

Quum AstroDomi latitudinem eam Z, quam instrumentis in usum et com- 
modum Geographorum metiri possuni et diligentissime in ipsorum speculis et in 
itineribus mensi sunt, ideoque latitudinem Qeram appellare cousuevere, retine- 
bimus hoc nomen, ideoque latitudinem 'L appellemus aut tertiam, aut reductam, 
quia omnium minima est. 

In finibus meridiani est L = 6 = ^L^ et si e = ponitur, quo Sphaeroi- 
des in Sphaeram abit, pro quovis puncto iü fit jL = 6 z= ^jL. 

3. 

mexiui tnter altttadiiieiii veram et medlMn, illastratas trianfriilo rec- 

tansnlari spltaerico. 

Formula in articulo praeced. eruta tangG = cos e. tang Z, quae uexum 
inter latitudinem veram L et mediam G exprimit, satis indicat, latitudinem veram 
L habendam esse pro hypotenusa et mediam pro catheto trianguli rectangularis 
sphaerici, quocum hypotenusa faciat angulum excentricitati corporis sphaeroidici 
angulari e aequalem. Si cathetum alterum litera @» et angulum ab eo cum hy-. 
potenusa factum litera P significas, nexum inter quinque quantitates, quarum 
unica e est constans» omnimodis exprimunt formulae decem: 

cosL = cos Cr. cos @» tang@ = tang Z. cos P« 

cos L = cot e •• coxP , tang@ = tange . sin Cr , 

(I.) {sin© =^ sinL .sine , tangCr= tang P. sin© , 

sin G = sinL .sinP , cos P = cos €r . sine , 

tangCr = tangZ.cose cose = cos © .sinP. 

e quibus perspicis» quomodo quantitates tres L, G^ e cohaereant cum duabus novis 
Crelle'f JoDroal f. d. M. Bd. XLIII. Heft. 4. 40 
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et P auxiliaribus tantum» at usu gravissimo excellentibiis^ quum adiuvaotibus 
illis non solum calculus in nuineris definitis, sed et calculus analyticus ipse mirum 
in modum simplificetur. 



IVexiui inter aUinidteeiii medlam et tertlam, UlastratiM trtansiil« 
recianyalarl^sphaerlco altero, prlorls parte« 

Si e vertice anguli recti in prioris trianguK hypotenusam L demittis per- 
pendicularem arcum H, quocum cathetus G faciat angulum Q^ duo oriuntur 
triangula rectangula, quae uuicum tertium constituunt. Quare priores formulae 
augendae sunt formulis decem novis: 

cos & =: cos H. cos'L, tang H = lang G.cosQf 

cos G = cot e . cot ^, tang// = tange . sin'L , 

(2.) \ sin ^L = sin G . sin Q, et tang'Xi = tang Q. sin ff , 

sin H = sin Cr . sin^ , cos Q = cos ^Li . sine , 

tang V = tangC cose, cos e = cos H. sin Q , 
nee non sequentibus: 

cos = (Lt^^L). cos H, sin (Jj^'L) = sin • cos Q , 

cos = cot P . tang JP, tang(Z^'L)= cot Q . sin Ä, 

(3.) \ tang (L —'L) = tang . cos P , tang H = Ung P, sin (L-'L\ 

tang H, = tang . sin Q , sin Q = cos {L^'L) . sinP, 

sin/? =sin0.sinP, oosP =co8/7.cosQ, 

quae pluribus modis coniunctae cum prioribus suppeditant novas, inter quas me- 

rooratu dignissima est 

(4.) • (i-'« = ^. 

,T T , /tang*0\ 

sive 'L = L ~ arc lang \^^') 

cum ipsius ope e data latitudine vera faciiiime computetur allitudo tertia. 



4. 
Slirnlllcatlo s^ometrica qaaiiiitaniiii fMnOliariaiii ei 



Non in lectoris incommodum formulas triginta in articulo praeced^nti pro- 
tulimus, inter quas revera sunt tales, quae alias quantitates non contineant quam 
auxiliares ipsas; fonnulae saltem haec cosP = cos //«cos Q , mnH=^ sin0.8inP, 
tang£r=: tang 0. sin Q et aTiae eins sunt generis; sed ne te poeniteat, illas perliis» 
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trasse; videbis enim quantitates auxiliares has eiusdem esse moraenti, cuius reli- 
quae. Quem in finem superficiem sphaeröi'dicam secabis piano per corporis cen- 
tmm C transeunte^ qiiod cum aequatoris piano faciat angulum latitudini mediae 
aequalem. Si non niutata latitudine media puncti M planum secans ita sumis, ut 
simul angulum rectum faciat cum meridiani PilfJP piano, radius Cßa duorum 
circulorum concentriconim articuli (2) totus continebitor in piano secante, quod 
itaque per punctum il/ ipsum non transit. Plani huius intersectio.cum superficie 
spbaeroi'diea erit ellipsis, cuius axis malor 2a = 2y^ tota continetur in aequatoris 
piano, et angulos rectos faciet cum aequatoris radio CjP, quo simul directio se- 
miaxis minoris b determinata est, cum contineatur tum in piano secante, tum in 
meridiani piano PCF, ideoque duorum planorum intersectio sit, scilicet in direc- 
tione radii Cßa sit. Quia vero in formula (1) articuli (1) est 9 =: €r, invenis 

. 1 1 

^ — 1/(1^ tag» c sin« G) 1/(1 --sin«6 cos* Ö)' 

quae formulae tiunt 

b = a.cöse et Ä = -j^. 

£ formula prima perspicis angulum auxäiarem & esse angularem excerUricüo 
tem eUipseos in plcmo secante contentae. 

E formula altera perspicis , angulum auxiliarem P esse talem , ut i'unctio 

B 
sin P sit ratio -r » scilicet inter semiaxem corporis et semiaxem minorem ellip- 

seos in piano secante descriptae. Si semiaxem minorem hanc b projicis in axem 
corporis, et proiectionem hanc pauilisper littera b insignis, quia duae axes angu- 
lum \tc — G faciunt, ß = bcos{\Tt — €?) sive ß = bsxnG fit; quare est 
V sinö 

"ß = sinXir . 

Si vero formulas nunc erutas colligis, est 

& = ^ cos @ , 
-B = ÄsinP, 
ß =zbsinG. 
ß = Bsinü;. 

unde perspicis 9 quantitates triangull primi in arficulo praeced. omnes praeter^, 
quae a corpore ipso pendeat, in usum venire. 

40* 
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Tis seovietrlca qaantltanmi aaxlliaram M et Q. 

Nunc vero corporis superficiem seces piano, quod contineat radium cor- 
poris CM ipsum^ et per corporis centrum C transiens angulos rectos faciat cum 
meridiano puncti M. 

Si ellipseos in corporis superficie ortae semiaxis minor b* et maior a^ est, 
iterum erit a'= o, et quia angulus 9 nunc = 'L est, formulae articuli primi nunc 
praebent 

, , A . 

^ — V(l-H langte -sin^'D' ^'^^ 

Ä' = a'. cosH , 
et 



sinQ * 

quare excentricitas angularis ellipseos ortae est angulo H aequalis, et sin Q est 

B 

ratio 77 inter semiaxes minores tum meridiani tum ellipseos novae ; radius CM 

ipse est axis minor 9 et axis ellipseos maior in aequatoris piano per centrum Cita 
transit, ut ab aequatoris radio CF normaliter intersecetur. 

Si nunc semiaxis CM proicitur in corporis axem CP^ proiectio est 

y = CiV = Ä'sin'X/, quare est y = ß. tjTq = BsinG; quae formula revera 

cohvenit cum altera formula (4 art. 2). 

Erata igitur est vis geometrica quatuor quantitatum auxiliarium 0^ P^ Ei 
^^ Q» quarum nexus tum inter se, tum eum altitudinibus tribus L' G, 'L et ex- 
centricitate corporis angulari e triginta formulis in articulo praecedenti prolatis 
exprimitur omnimodis. 

Uaeae delliiitae reetae In merldiami piano daetae, qnae sunt ftoine- 

tlones aliltudinls pnncti M* 

E formulis x =: j1 cosG et y = -^cos^.sinG conponis primo formu- 

lam, qua exprimatur longitudo radii sphaero'idici CM =^ r. Quia enim • 

r = J/(^^+/), est 

r = j4. |/(cos' G + cos^ e. sin^G), si ve 

r = A.yil — 8in^e.sm^G). 

I r tangö . sinO . - sinO 

Quia e formula tangl. = — ~ - eosecosO ^^W^^^ «nl. = ^(^„"^ö+cos'eco^^ 

cose*cos(7 

et cos ij = i/(sin^ö + cos»ecos* O) ' ^^'* 
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. sinQ sin Q ^ sin Q- cos 

.- V . * "" )/(co8*6-f-sin*esm*G^ *" cöscVÖ+tang'e-sin^G) ™ cose 

' cosecoaO cosO r* r 

^""'^ "* V(co8»e+8in^esin»ö) "" V(l H.tang'^Trfi[«G)" ^ cos ^ cos 

et vice versa invenis formulas 

. ^ cose sin L cose-sinL 

sinfi^ 



cosff » 



1/(1 — sin^e sin* L) cos© ' 

cosL cosL 



V(l-8in*csln*L) cosö' 
quibus una cum forraula tangG = cos £*. lang Z# utendum est, si formulas, quae' 
altitudinem veram continent» transformare vis in eas» quae altitudinem mediam 
contineant; patet insuper relatio 

(2) K(l-sin'e.8in*i).}/(l +tang^d.sin*G)= 1, 

indicans, permutari G et L, dummodo permutentur cose et ^"^; sine et itange, 
nee non lange cum — {'sine, posito / = |/ — 1. 
Adhibitis formulls bis fiunt 

^cosL 

.Qv , ^' — V(l-sin*c8in*L) 

\9') 



= AcosG 



i4cos^esinL . , ^ 

Quia lineae normalis aequatio est jr' — y = tangi(^' — a:^, ponendo aut 
y' = 0, aut x' = 0, obtines CL =z x~ycoiL et CO = ^ — ortangX/. quae 
substitutis valoribusi coordinatarum x et / antea inventis fiunt 

^sin^e-cosL i . 2 r» 

^^= V(i^r^iä^^iü^)= -«"ne.cosG 

^^^ i <*sin*g' sinL — //sin^g , 

^^^ — ~V(C^:^^Üsin^L) — cose ' ^'"^ 

quibus in formulls signum praefixum — indicat , punctum intersectionis O infra 
aequatoris planum esse situm, 

Quadrata barum formularum addendo invenis 

r r\ ^sin'e . ^ 2 . 2a>n ^sin^e 

^O = j7(ri:^„-37^iD = -481»'^ V (1 + langV. sin^G) = -^^^ , 

Quia y = ML.smL^ vice versa est , 

-^ cos ß yi cos^ a 

^^^-yjyZlwTsmS) = ^cosV|/(l-l-tangV.sin'G) ^ -^^^ , 
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Quia denique MO = ML + LOj erit 

dummodo memineris, esse sinesinL := sin 6 et tang^sinC? = tangd- 

6. 
De dUMTAtiira et reetUleAtlone meridiaiil) et die «omplanatloite 



Si radium cunaturae meridiani, qui ad^ipsius punctum Af pertinet, litera 
(f insignire vis, adhibebimus formulam generalem banc 

. 8y _9^ 

? ~ ÖsinL ~ ScosL ' 

AsinO 8(? 
Quia vcro x = ^cosG^ est primo r = "JJ^^ • q27 • S"^* uisuper log tang G 

= loetangXf + const. , est 

dö »L . , 

sinöcos G — ßinL cosL » ^^eoque 



? — ^•Vsi^lL7•cosL• 



_ . sinG cos« . cosG 1 ^ v r i » r • * * 

Q««a vero ^jjx " i^ ""^ ^5^ ° iSiö ^'^ ^"^^'^ formula quantum fien potest 

simplex 

Quuni insuper linea nonnalis usque ad corporis axem prolongata est^O = ^"g> 

valet relatio 

MO* 

si arcus FM = s e^e fingitur, est Bs = qp|/(ö.T'-4-Öy*), et quum 
aa?=: — w^sinCoCr , by =^ Acose.cosG .bG , oritur formula 

Bs = A.BG.y(an^G + eos^e.cos''G) = Acose.BGy(l + tangV.sinG') 

sive adhibita functione angulari 6: 

^cose'SG ^ 

^^— cos© ' 

dl 
quia vero — == SL , oritur relatio 

(2) 8G^ £??•«. 8& 

v^y " cosc 
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qua comparantur varialiones altidudinum L ei G eiusdem puncti M in eodem 
meridiano situ variabilis. 

Rectificatio ipsa facillime succedit adhibendo forinulam primariam 

9s = ^.öG.|/(sin'G + cqsV.co8^G). 
.o \ \ Sumatur modulus k = sine, unde sequitur A' = cose, et ponatur 
( G ^= ^Tc ^ amcii 

quo fit sinG = cnci/, cosG = sncM , Visia^G -t-cos^e.cos^G) = incu, 
SG = Aincu.bu, ideoque 8^ = A.öne^u.Bu^ sive integrando, 

(4.) s = A(E~elcu), 

dummodo E est quadrans ellipticus ad modulum k = sine pcrtinens, 

Quia taügG = tangd^r — amcw) = k'.inu, est tnu = tnnfL, sive 
(5.) L = tanii. 

Quiacosd = y(l — sin^e.sin^L) = }/(!— Ä^sn^w) = dnii, est 

(6.) 6 = am^^i/ , j^^ . 

cos 6 / !■ \ 

(7.) Quiadnca=;^^ = sinjP= cosilit-P) . est P = \Tt^m{k{K''ii) , y • 

Si meridianus PCF circa axem CP gyratur, arcu elliptico FM describitur 
zona sphaeroidica, cuius area si litera Z insignitur, est 

öZ = 2'x.x.bs. 

Quia vero ds = ^^.^ ' - — c"3^^~ ^^^ ^ = -^ö"' "* 

^^ o via 2 öslnL 2;til*cos'e Bv 

8Z = 27r.4*cosV. 



(l - sinU^sin^iy sine (l - 1*)^ ' 

si pauUisper (' = sinesinXr = sind sumis. Quia vero 

sequitur .^j^:^ « J (-j^^, -f- j^^, + ^-j^^~^) , ideoque 
._ n^^cosV f 8t? 8t? 28ü ) 

^^- 2sin« ((T::r^"^(T:;fr^»'^T^r^i' '^^'^ 



z = 



^il*cos*e \ 1 



:f::^ + 2'9(rcSan3(0J, 



2sin6 (1— t? 1-H1 
^- ?r-4'cos*c t t? ^ ) . , 

quare est Z = ^^ — I^T? + 5(rc SangCi^) . Si valorem «-• = sin© substi- 

tuis, obtines denique, adhibita funclionc longitudinali byperbolica, 
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/o\ /T ^^ /sin© ^_\ 

Tota superficies ^phaeroidica inyenitur sumendo L = ^tt, quo fit © =: ^; qaare 
ipsam habes 

7. 
•De llnea brevlssImA in spliAeroIdl« saperflicle, et «e tpsliis Inlti* 

smiAeiitfo apttssliiio. 

Linea brevissima in sphaero'idis superficie duo puncta eiusdem super- 
*ficiei coniungens dicitur linea geodaelica, si in terrae spharoidicae super- 
ficie ducitur. Lineam hanc in genere non esse planam, sive in eodem piano 
sitam iam ex eo perspicitur, quod quaevis superficiei spbaero'idicae inter- 
sectio est ellipsis, et eiusmodi curvae lex diversa est ab ea, quam sequitur linea 
geodaetica , qnae est curoa in terrae superficie ipsius meridianos secans 
jomnes ita, ut sinus angulorurn^ qvas cum illis faciat in intersectionum punc- 
tis inverse proportionales sint distantiis eorundem punctorum ah axi terrae. 

Quia circuli paralleH, inter quos aequator ipse referendus est, angulos 
rectos, ideoque constantes faciunt cum quolibet meridiano, et intersectionibus 
eiusdem circuli paralleli cum meridianis constantes sunt distantiae ab axe terrae, 
sequitur circulos parallelos esse lineas geodaeticas. Meridianos ipsos pariter esse 
lineas geodaeticas, mox melius perspicielur, si lex curvae distinctius erit expressa« 
Curvae modo nominatae planae inter intersectiones planas superficiei spbaero'idi- 
cae innumeras sunt unicae^ quae pro lineis geodaeticis sive brevissimis haben 
queant« 

Sit in Fig. 1. AMD curva quaedam brevissima, meridianum puncti M in 
hoc puncto secans, et angulum PMA = M, qui lineae sive directionis MA inde 
a puncto M azimuth dicitur, cum meridiano faciens, quia puncti M distantia ab 
axe CP est Jlf iV= x est, puncti M ut in eadem h'nea brevissima sit, aequatio 

conditionalis est 

_^ const 
sinM = , sive 

X 

a:.siniJ/= const. 
Quare si puncti JM locus est alius A aut D, etsi e punctis bis demittis perpendi- 
culares AB = a et DC =^ A in axem CP^ aequatio conditionaHs fit 
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(1) 

[xBinM = AÄfiD^ 

dummodo A est azimuth puncti A^ et D est azimuth puncti D^ in quo aequator 
secatur a linea brevissima AMD. 

Si altitudo puncti A vera est /, media = g, tcrtia est 7, eaedem formulae 
valent pro puncto ^ 9 ac formulae (1, 2, 3) articuli (3), dummodo loco lite- 
rarum maioruro sumis minores. Formulas decem pnmas hoc loco repetimus 
quia ipsarum usus erit frequentissimus : 

cos/ = 008^ .co8i9' tangi9' =: tang/. cos/7 

cos/ = cote .coXp \mg& = tang^.sing: 

(2.) ^8ini9' = sin/ .sine . et tanggr = Xm^p. sind' 

smg = sin/ .sin/' cosp = cos ^. sine 

^sog^ = lang/ . cos e cose = cos &*anp. 

Si aequatione conditionali praecedenti a sin il = ^4 sin D = o: sin M 
substituis valores x = AcosG et pariter a =^ Acosgy oritur aequatio simplicior 

(3.) cos^.sin^ = sinD s= cosG-sinilf 

quae naturam lineae brevissipiae exprimit in forma usui magis accömodata. 
Huius aequationis forma etiam ulterius simplificatur, si supponimus, meridianum 
invariabilem PAE esse eum, qui a linea brevissima normaliter secetur, siye esse 
angulum azimuthalero A = \'jc. Punctum lineae brepissimae hoc A, cuius 
azimuth est angulus rectus^ appeUetur huius curcae initium^ si^e punctum 
initiale^ et meridianus per hoc punctum transiens appelletur ipsius rneridianus 
primus, sice meridianus initii cur^ae, Si vero sin il = 1 sumis in aequatione 
praecedente, inveuis cosg = sinD, sive ^ = Jir — D. Quare angulus^ quem 
linea hrevissima facit cum aequatoris piano , aequalis est altitudini me- 
diae sive excentricüatae puncti curpae initialis. 

£x eadem aequatione sequitur formula generah's et simpIex 

(4.) ccftgr = cos G . sin Af 

cuius ope e data curvae directione sive angulo azimuthali M inde a puncto dato 
M computatur altitudo initii curva^ media g. Eadem aequatio addito factore 
sine« fit: 

(5.) cos/? = cosP.sinAf 

Si G' est altitudo media alterius cuiu^libet puncti M' in eadem curva siti, 
et siM^ est ipsius azimuth, pariter valet (brmula cos^ = cosG'.sinM', quare est 
CreHe'f Jonroal f. d. M. Bd. XLIIL Heft i. 41 
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ita ut e data altidudine media cuiuslibet alterius puncti M\ ope huius formulae 
cumputare possis eiusdem puncti angulum azimuthalem. Quia in genere est 

sinM '^ cosG' ™ sin(\n^&)* 
et quia in triangulo sphaero'idico MPM' distantiae polares mediae \x^G t\ }[k^G\ 
quae loco laterum PM etP'M' sumendae ^unt, oppositae sunt anguli's M' et M 
ipsis in eodem triangiilb, formula haec similem relationem exprimit, quam notis- 
sima trigonometriae sphaericae, sinus laterum trianguli proportionales esse sinn- 
bus angulorum lateribus oppositorum. 

Si angulum 71/=: sumis, fit ^ = Jtt et M* =:0\ quae formulae iodi- 
cant, meridianos esse curvas geodaeticas, et polum ipsum esse commune ipsaniro 

initium. 

8. 

lilneae spliAeroIdicae plaiuie eamini taitffeiti#0« 

Si planum quoddam ilf L T ita collocas, ut contineat lineam normalem 
ML in* (Fig. 1) et cum piano il/LJ^faciat angulum supra dictum M^ cum ae- 
quatoris piano autem angulum ']uoddam ^, planum hoc sphaeroidis superficiem 
secabit, et ellipsis MT hoc modo orta cum arcu elliptico MF angulum Mfadens 
erit linea curvam MD in M tangens. JE principiis vero trigonometriae sphsieri- 
cae applicatis ad angulum solidum, cuius vertex est L^ nota est formula 

cosj^ = cosL.sinilf, 
qua ellipsis ipsa determinatur. Quia vero cos L = cos 6 . G, est cos 9 
^ cos 6 . cos & • sin ifcf, et quia. cos 6. sin Af = cos^ est« formula abit in 

(l.) ^^^X ^^ cosgr-cos©; 

unde perspicis» angulum ;if esse vari^bilem, ideoque curvam AMD non esse 
ellipsin 9 sive curvam planam. Ope formulae modo prolatae angulus X construc- 
tione facili determinatur, qua ^imul determinatur arcus ellipticus JUT ipse in hoc 
piano contentus, qui est lineae geodaeticae linea tangens sphaeroidica, cuius vero 
planum per punctum L radii aequatorialis CF, ideoque non per sphaeroidis cen- 
trum C transit. Invento angulo M TF = x facile est invenire angulum sub- 

tangentem FL T adiumento formulae sin FL T = {^j^^tLp et angulum tangentem 
ML T ipsum ope formulae tang M LT= ^'j^ • 
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9. 
De eurvAtupa Itaeae seotfaetlcae« 

Inter lineas planas, quae per idem punctum M in .nuperficie sphaero'idica 
duci possunt, et quarum plana eandem superficiei sphaeroidicae llnearo norma- 
lem MLO contineant, referendae sunt duae, scilicet meridianus sive ipsius arcus 
MFy cuius igitur azimuth = est, et alia ellipsis, circulum minorem per M duc- 
tum sTequatori parallelum tangens« cuius itaque azimuth est angulus rectus. 
Radius cun^aturae, quae ad lineam primam pertineat, in articulo (6) inventus est, 

(10 ? — ]/(! -sin««. sin» !)•'" cos«©' 

Linea recta e puncto M ducta, quae circulum parallelum a puncto M descriptum 
taugit, angulos rectos facit cum lineis in piano PCF e puncto M ductis MN et 
ML^ quare vice versa LM est linea normalis tum babita ratione circuli parallel! 
per M ducti, tum ratione lineae ellipticae sente memoratae , cuius azimuth ^ |9r 
et cuius planum continet normalem ML, quae itaque est linea normalis ratione 
superficiei sphaeroidicae« 

Huius ellipseos radium curvaturae 9' certo invenis, dummodo lineam nor- 
malem superficiei sphaeroidicae prolongas usque ad intersectionem O cum sphae- 
roi'dfs axi CP, Quare radius curvaturae hie q' = MO determinatur formula 

A A 

(2.) q' = V(i-sin«esin»L) ** cosö ' 

quae comparata cum priore praebet relationem simplicem hanc: 
(3.) 9 =9'. sin' P* 

E formulis radiorum 9 et 9' principalium invenis radium curvaturae R 
cuiusvis aliae curvae in superficie sphaero'idica per idem punctum ita ductae, ut 
ipsius azimuth sit angulus FMD = FMT^=: M ope formulae, quae in Stcreo- 

metria demonstratur: 

1 cos'M sin^M 

Si eas radiorum 9 et 9' formulas substituis , quae latitudinem puncti M geogra- 
phicam veram L continent, invenis formulam prius usitatam 

A 
(4.) R — (i ^ tahg*eco8*itf cos«L) • 1/(1 - sin»csin«L) ' 

quae conveuit cum inventa in libello supra laudato, dummodo memineris excen- 
tricitatem t esse nostrum sin e* 

41* 
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Si vero adhibes formulas reductas 9 = ^^^q et 9 = ^^ et in usum 

vocas tum curvae aequationem conditionalem cosg := co%G.dinM, tum formulam 
tang@ =*tang^.sin&, obtines formulam 

(PO ^- cos'Ö • 

Si vero in formuls (4) sumis angulum 'O quendam talem, ut sit 
(6.). tang6' = tang^^cosL.cosilf = cotP.cosA/, 

ipsam pariter reducis ad simpliciorem 

(^•^ ^- cos© » 

quae comparata cum priore praebet relationem banc: 

(8.) cos Ö. cos'© = cosi?", 

cuius v€ram vim paullo post luculentius perspicies, et quam nunc aUo modo 

derivemus. 

^ . •> . »^ cosL-sinM sinAf 

Quia cos^ = cos G . sm M, est cos g = ^(^.^t^.^^i) - V(l-hcosVlaiig<L)' 

. j 1 /cos* M -f-eos* t. tang* L 

ideoque sm^ = K 1 h- cosV-UiDg'L • 

^ . . , ^ i/cos*ilf-H)08Vlaiig»L 

Quia vero tang^ = tang^.sin^, est tang^ = tang^. r l-i-cosVtang'L ' 

• « i/tang«ccos'Lcos*M-hsiii*esiVL 
sive sm* = y iH-tang^e.cos^Lcos'Af • «i itaque sumis 

tang'© s tang^.cosZrcosAf 
et sin © := sin e. sin £ 
prior formula mutdtur in 
X y sin^ = V(sin*'0 + cos''©sin'©) =sj/(sin'© + cos'©. sin*'©) 

et cos ^ = cos © . cos'©> 

quibus addimus 

cosg 
*^"^ — cos ©cos'© • 

Ope formulae (7) computatio radii curvaturae R^ qui ad lineae geodaeti- 
cae punctum M pertineat, certo est facillima» quia anguli auxiliares © et '©, quo- 
rum usus in sequentibus alioquin est frequentissimus, e quantitatibus datis ipsia 
e^ L, M ope formularum praecedentium computantun 
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Si fonnulain (7) comparas cum fomiula (2), invenis rielationem 

(10.) Ä = (?^cos'0; 

si vero formulam (5) comparas cum formula (1), invenis relationem mullö me* 
morabiliorem 

quiaj? est quantitas tamdiu constans, quamdiu linea geodaetica manet eadem. 

Formula haec exprimit legem curvaturae ante multos annos a me inventam et in 

huius diarii voiumine XVII promulgatam: Curpaiuras liiuae geodaeticae in 

quibuscurujue punctis proportionales esse curpaiuris meridianorum in iisdem 

punctis. 

Eadem lex certo valet de lineis brevissimis in superficiebus rotatione ellip- 

seos drca axem maiorem, sive rotatione alius sectionis conicae circa axem princi- 

palem descriptis, quod demonstrandi hie non est locus, et aliquatenus iam demon- 

Stratum invenis in huius diarii volumine XXVI , pag. 159. Eandem vero legem 

deficere in lineis brevissimis in superficie coni recti descriptis iam ex eo perspicis, 

quod meridiani tunc sunt lineae rectae^ quibus curvatura nulla est« quod mone- 

must quia restnctionem hanc theorematis nostri amplificati nimis generaliter enun- 

dati loco citato non invenis. 

10. 
Be reetUlcattoii0 aremun llBiea^ sneadaeflMie* . 

Si longitudo geographica puncti cuiusdam At in linea geodaetica AM siti, 
habita ipsius puncti initialis A longitudine = 0, litera 9 insignitur, angulus.£P^ 
=s ECF=^ 9 longitudo itia erit. Variatione huius anguli 9 eflicitur, ut punc- 
tum M describat arculum circuli minoris, qui aequatori parallelus, et cuius lon- 
gitudo =x, 89 est, et arculum alterqm, qui est difTerentiale arcus meridiani 
FM, sive PM, si a signi praefigendi =i: diversitate abstrahis, et qui in articulo (6) 

mventus est =5 — '^^q — • Quan si arcus curvae brevissimae AM iilera s m- 

signitur, quadratum hs^ invenis, si quadratum {xB(py auges qnadratp y cos 6 ) 
quia illae quantitates sunt catheti et 8^ est hypotenusa trianguli rectangularis, 
cuius latera habentur pro lineis rectis. Quare est 

(1.) 85* = (a:.89)'+V cos» V ' 

In triangulo modo dicto hypotenusa bs cum catheto x9^ facit angulum |^— Af, 
quare insuper valent formulae 
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sin M =: -^ = yicosG.-^, 
(2.) V^'^="^5SF*^' 

coiM — aycog© *B(f "" cosO-cosÖ' Ö9 * 

Quia vero, ut punctum M sit in linea geodaetica AM, valet conditio 

cos^ cos g 

cos g" = cosGsin3f, sive sinilf = ^^Jg"» «t :r8g) = ^ .8^, ita ut aequa* 

tio(l)fiat 

V^— cosW-^^ —V cos© / ' 
sive 

_ c osQ'Bg . »sinQ .V(i -i^tang»g,8in^G) 

Ö^ ^^8^ • cos@ . f^CsinV- 3in*G) ~ — ^^osi?. y(sm^g^ sin^Gf) 

. in cuius dextrae parti signum — praefixum est, quia arcus s crescit decrescente 
puncti M latitudine media G. 

Integratio huius formulae optime succedit ponendo 

sin €r = sing:, cos^p, 

quo fit — cos<;«8|r = slngr.sini|).8i{; , V(sin'gr — sin'fif) = 8ingr.sinx|?, ita ut 
sit primo : 

Ö5 = -^cos^.8i|>.V(l+tang'6.sin^€r). 

Quia vero |/(l+tang*^.sin*e) = }/(l+ langte. siaV-cos'xf^) = }/(l+tang*i>.cosK[;) 

X X CO80 

= ^^•l^(cos'i>+sin*,^.co8a|^')= ^^j[^W—sin^&.siv!^h «*^i^ = ««;'» ««* 

85 = w48in/?.8i(^|/(l— sin^^.sin^if^). Si itaque adbibito modulo 

(3.) /r = sint?* « cuius cpniugatus ^' = cos^» . 

suroitur 

(4.) ^f' = amu 

fit sinip = snu, J/(l — sin'iS'.sinVI^) = YCl-^k^sn^u) = dnu , et 8x^ = dnu.eä, 
quare 8^ = Asinp.An^u.du, cuius integrale est 

(5.) 5 = ^8in;?.elM = ^^^.ela. 

E formula hac perspicis, arcum lineae geodaeticae AM aequalem esse 
arcui ellipsis planae, cuius semiaxis maior = A$\np\ semiaxis igitur minor 
= -^sin^-cosiS" = ^cos^ = jB, ideoque semiaxi corporis aequalis, et cuius 
anomalia excentrica i\) inde a vertice axis minoris, ubi arcus cllipticus incipil, ipsa 
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incipiat. Angulus modularis^ est huius ellipsis excentricitas angularis, et exceo- 
tricitas in partibus semiaxis maioris A $inp est ipse modulus k = sin 0. 

11. 
Tis fanetlommt 6 et '6 rattone luiblta aripuncntl «•• 



Inventa in articulo praecedentl formulad^ ='^cos^.di!^)^(l+taDg*^.sin&) 
= ^^^|;}/(cosV-4-sin'^.sill'€?) fit 9^ = ^Öi|^l/(1 — sin"ir.cos^€?), sive 
(1.) ÖJ=:.J.sinP.Öt|>. 

Si formulam hanc comparas cum inventa d^ = y4slnp.dn^u.Bu = Jsin/7 . d^pdn u» 
comparatio praebet relationem hanc primain 

Quia vero cose = cos^.sin^c? = cos 9. sin JP, invenis relationem 

cos* . . ' cosi^" k' 

(3.) cos9 = dncu. 

Ob relationem vero cos @. cos '6 = cos* in articulo (9) demonstratam« pariter 
invenis 

(4.) co8'e = dnu. 

Si memor es formularum dni/ = cayku, r) et pariter dncu = cn\k(K— li), y 

in ($• 30) theoriae functionum qnodularium prolatarum, perspicis« formulas prae- 
cedentes et sie exprimi posse: 

!'© = am \ku, y = arc tang (lang e cos £ cos 31) 
© = am \k{K— u), j/ = arc sin (sin e sin L). 

E computatis angulis et *0 ope barum formularum computantur functiones 
omnes reliquac tum argumenti u, tum compleraenti K — u, si K est quadrans 
modularis moduli /r.:= sin*, et simul ex iisdero computantur quantitates 

cos* a cos© «cos'© sive, 

* a» arccos(cos©cos'©X * 

(6.) \ cosg 

"">^- cos©, cos'©- 
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Formulae vero, quibus exprimuntur functiones moduiares, suntsequentes: 

sin'e "sin© 

cos'@*8in@ cos@-sin'@ 

I ^^ = sini^ » ^"^" == ~m&~ ' 

tetag^e tang© 

dni/»cos'©, dnca^cos©,. 

12. 

Hexv« teter eiiivsliliet pmtetl te Iteea ffeotfaetlMi sltl l«nsitudteem 

et latitutfteem« 



(7.) 



Inventa in articulo (10) formula orög) = '^^^-^^^ " valorem x «» Acos^G 
subttltuis, fit 

Quia vero invenimus ^s» smp.dB^u. Ö m, et quia cos'6=s 1— sin^C?» 1— ginV* cosV|; 
» l^fAn^g.cn^u^^'cos^gil+iani^gsn^u), est 

sinp dn'tt'Stt 

®9* cos^' 1 -f- tangVsn*« 
sive 



* ^ cos* 1 



^tang*f •sn'ai 

Si integrale hoc comparas cum integrali rnodulare 

¥1/ \ /*tn'adn'a-dn*i»-8« 

relato ad modulum 'Ar a sinii^, sumes Atn'a « tang^ , sire, quod idem, 
tmg{lJt — g) » tDc'a, unde sequitur 

(K) |7r— aiDc'a « ^. 

Quia insuper est tn^a » —f^ - ^j^ c^ taug;? , inrenis secondo 

(2.) am'a«/?. 

so'a sulp • 
Quia denique tn'a.dn'a^ ^^^ "* ^s^ ^^*' ^^* ^""^ 

(3.) 9 - 2>(a, a). 



(4.) ' ^^"»' 
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Functiones modulares argumenti u computandae sunt e formulis (7) arti- 
culi praecedentisy et invento moduli angulo 

& = arcco8(cos@.cos'6) 
tum parameter a ipse, tum ipsius complementum K' — a, habito K' pro quadrante 
modulari coniugato, qui pertineat ad modulum /:' = cos^, determinantur for- 
mulis 

jjTT — mcfa » ^ = aresin \^^ ) 

fcose\ 

amfl=/> = arc8ini^^^^;. 

Quia vero sn'a =■ sin/?, cn'a « cosy^, tn'ö «• ttng^t?, kfm'a = cosiT'sin/? = cos^, 
est dn a a gm^?, dnc a t» -^jj^ s sin/, A soc ö » cos/, snc fl » ^^^ « cosgr # 
cnc'fl =■ sxng, Xnc'a = col^. 

13. 

Ito nexii Inter «aAntltotes amts, A9 CI9 0^ et tonffitaäUmem redactam 
spliAcrlcAm J^ i^omeirie« ••nstraentfo. 

Triangulum spliaeroidicum PAM in ^ rectangulare, si radius aequatoris 
^ SS 1 et simul semiaiis CP =» 1 sumitur, quo excentricitas corporis angularis 
^ a fit, ablt in triangulum sphaericum rectangulare. Lineae geodaeticae arcus 
AM = Asmp.Au nunc fit AM = ela pro /r «■ 0, sivc-4ilf =: amu » i|^; cathe- 
tus JP-^ reducitur ad Jtt — ^ « J^ — /, hypotenusa 3/P ad Jtt — 17 =» Jtt — L ; 
anguli azimuthalis dati PMA » 3/ magnitudo non mutatur, at longiludo puncti 
M sive angulus sphaero'idicus APM ^ 9 mutatur^ et si angulum mutatum li- 
tera jP insignis^ angulus hie /"est proiectio sphaerica anguli sphaeroidicig), quam 
lofigitudinem puncti M reductam sphaericam appellare placeat, et pariter ama 
est longiiudo reducta lineae geodaeticae vel saliem sui arcus sphaeroidiciAM. 

Idem triangulus sphaericus rectangulus, qui trianguli sphaeroidici APM 
proiectio sphaerica est, ob eam potissimum rationem est attentione animi dignus, 
quod nexus inter sua latera et angulos est revera idem, quem formulae plurimae 
ante inventae exhibent. Si primo consideras formulam sinCr =s sin^.cosil*, sive, 
quia \p a ami/ est, hanc: 

sinC? a sin^.cni/, 

ita exhibitam, cos(i^ — €f) » cos(Jw — ^).C08amu, iam vides, hac formula indi- 
cari, \it — g et \p » ama esse cathetos trigoni rectangularis sphaerici, cuius 
Crellrt Joanial f. d. M. Bd XLIU. Heft 4 42 
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hypotenusa sit J7r-€r. FormuIacosgr^cos&.siniKf, sive8in(|7r-€r)>a8ui(^^-Cr).8inilf 
edocet, cathetum eiusdem trianguli ama cum hypotenusa ^tt — Cr facere angulum 
aogulo azimuthali iRf sphaeroidici aequalem. 

Angulus igitur F, quem cathetus alter Jtt — g facit cum hypotenusa I^r-Cr» ' 
qui itaque catheto ama oppositus est, longitudinis sphaero'idici angularis g> ad 
punctum ilf pertinentis erit longitudo sphaerica reducta, cuius itaque differentia 
a longitudine vera g) erit perexigua, ita ut JPsit ipsius 9 valor approximatus, et 
formam trianguli sphaenci modo descripti ipsam tamquam formam approximatam 
trianguli sphaeroidici JP^il/spectari liceat. 

Formulae yero quae nexum modo dictum omni modis exprimunt, sunt 

sequentes: 

sinfir s C08I4 .sin^ , eoig = cotCr .cos-F, 

sin 6 = cot M . col F. coig ^ tangilf . sn u , 

cosgr =» cosG.sinilf, et tnu = tangJF.cosg:, 
snu ■■ cosG.siniP, cosil/a sin^.sinF, 

tni4 » cotG.cosil/, cosF'a cau.'änM* 

Quare argumenti u functiones iam determinatae formulis (7)- articuli (10) nunc 
noyis exprimuntur formulis his 

/ snucs eoigcolM's cosG.siaF, 

j sinG cosF 

I tnu <a colGcosM= cos^tangJF, 
•et loDgitudo puncti M geographica reducla sphaerica formulis his 

(4.) cotF = sin G . \«agM, 

et reliqua est sola fomiula cos^ = cos Cr. sinilf conditionalis adimplenda, ut punc- 
tum M sit revera in linea geodaetica AM, determinata solo loco puncti initialis A 
in meridiano habito pro primo. 

E formula tnu = cosg.lmgF, si amu = -xp sumis, sequitur tngF^ , > 

irr • 3 L • r, cos»F , cos'F , sm*M , 

quare differentiando obtines 9F= cosgcos^ lj,-^'^ " SSi^nH. »^ = '^^•ö^' 
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Quia vero in articulo (10) invenimus formulam 

ei quia insuper est 8 g) = ^«q ' "J ? componis Ö 9 = sin ^'. ^^^tg . Ö ^fJ , sive 

8g) = sinP.öF, 
sive 

Quia e formula cotP=tang^.co8£> patef, esse P<l'7t, quaindiu puncfuinTI/ 

non Sit ipse polus, est -^ < a|^ et 8 9 < dF, ideoque 

(6.) . s<A.Bmu et 9<F. 

Quia vero JP est inter fines 5« — c et Jtt, sinJP est inter fines cos^ et 1, unde 
sequitur, 1 — sinJP esse differentiain minorem functione 2siB^\e sive complana- 
tione polorum minorem. 

Hinc sequitur ^.amix et F revera esse valores approximatos qaantitatum 
5 et 9, et quia crescente latitudine L difTerentia 1 — sinP decrescit, differentiae 
positivae exiguae 

u4.mau — s et F--(p 

pariter crescente altitudine puncti M diminuentur. 

14. 
De triAMipiil« apaer^ldie* AJPMB et de Ipetae preleeMene apliiMrlea« 

Si lineam geodaeticam ^il/prolongas usque ad aequatorem, qui ipsa se- 
cetur in /), oritur triangulum sphaeroidicum APD\ quare punctum il/nunc 
collocandum est in D^ sive, quod eodem redit, latitudo 

L = 
sumenda est, quo fit u = £*, si £* est quadrans modularis, qui pertineat ad mo- 
dulum Ä: = sini9'. Simul fit © = 0, et quia angulus azimuthalisil/=l>=j7t — g 
fit, est 

*Q = arc lang (lang e smg) = 1^. 

Quare si punctum M transit inde ab initio A usque ad D, amplitudo 

decrescit inde ab = 19- usque ad = 0, 

et amplitudo 
'Q crescit inde ab '© = usque ad '© = &. 

42* 
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Formula 5 = -. 
nendo L = 0, 



JD 

Formula s = j4sinp.e\u = ^^^-ölw. quae arcum AM exprimit, nunc fit, po- 



(1.) AD=:Asinp.E=r^.E. 

sii^designat quadrantem eiliptlcum pertinentem ad niodulurn Ar = sini9', et cuius 
semiaxis maior est unitas. 

Longitudinem geographicam puncti D si insignis litera 0, erit angulus 
APD = ECD = (P, et formula generalis tp =i D(u, ä) nunc praebet 

(2.) il^^D{Ka)^K.iA'a-{K-E)a, 

si in usum \ocas formulam in (§. 118) theoriae functionum modularium demon- 
stratam. Longitudo arcus aequatoris KD igitnr est A,<P, 

Punctum vero M, curvara geodaeticam describens, inde ab ipsius puncto 
supremo et simul initiali A descendit ad aequatorem in D, et viam continuans, a 
sphaeroidis superficie septentrionali in australem transit, et simul aequatoris ra- 
dius CF gyratur circa centrum C; angulus ACF = cp fit =2*0, si punctum 
M latitudinem australem maximam L = — / assecutus est. Punctum M viam 
praescriptam ulterius persequitur quo latitudo negativa decrescit, et si Z# = fit, 
angulus g) = 30 erit; latitudo L nunc fit positiva, et punctum Mm superficie 
septentrionali usque ad latitudinem maximam positivam L = l ascendit, quo an- 
gulus 9)= 4^ fit; punctum ilf viam alterius persequitur, unde patet angulum 
9 crescere in infinitum, et lineam geodaeticam esse infinitam, si ratio 27r : non 
sit ea numerorum integrorum, sive quod eodem redit, si 27r et sint incom- 
mensurabiles. Si vero ratio 2it : est ea numerorum integrorum, linea geodae- 
tica in se ipsam redibit, nee amplius est linea infinita. 

Arcus AM fit distantia polaris PM sphaeroi'dica ipsa , si angulum azima- 
thalem Af = sumis, quo fit 

'0 = arc tang(tang^ . cos L) =^ \Tt^ JP, et 

6 = arc sin (sin^ . sin L) = arc cos (g^p) = «fc lang ( lang ^ . sin 6 ) 

Quare nunc est cos@«co8'@= cos^, unde persplcis, nunc fieri & a e; quo fit 
^ g ^ \'Jt et p ^ \tv. Quare formula generalis s « Asinp. elu nunc fit 

PM ^ A.elu pro modulo Ar » sin f. 

^ . «otP ^ . , ^ t«n?0 

Qma nunc vero est tna = ^^ = colfcr, est ama = Jtt — 6r, et quia Inc =» ^^p 

» tang£r» est amcii » L, 
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Pariter est PAtaA.elu pro modulo k » sin^ et pro amplitudinibus 
ami/» J^ — S', et ainci/= /. 

Quadrans denique PI) ^ A.E est, si JE^ est quadrans ellipticus pertinens 
ad modulum k b sine. 

Formula denique UkU^ co8^*tangF^edocet, si punctum ilf transit in D, 
quo ami/ a Jtt fit, fieri et F^\7c\ quare angulum reductum sphaericum, qui 
ad angulum sphaeroidicum APD pertineat, esse rectum. Trigonuro igitur in 
articulo (13) consideratum sphaericum duos nunc continet angulos rectos, quo fit 
ut tertius angulus il/catheto opposito constanti Jtt — g aequalis sit. 



15. 
De iriaiiirolo spliaeroMleo MJPMB et die Ipslns proieetione spMaerie«. 



Quia latera PM et PD trianguli il/P/>iam in articulo praecedenti sunt 
determinata, superest, ut eniamus formulas, quibus cxprimantur longitado lineae 
geodaeticae MD, quae est latus tertium, et angulus MPD. 

Quia vero sumto modulo Ar = sind est AD=^8iap.E el AM=^ Asmp.Au^ 
est 

(1.) MD=zAs\np.{E—t\u), 

quae vero differentia adhibita formula 4 in (§.64) theoriae functionum modula- 
rium reducitur ad 

MD = As\np.{Q\cii — A^snu.sncu). 

rx • sin'0 sinö ,„ ^ . .^ «j 

Uuia vero snu = ^j^ et sncu = ^g^, est Arsni/.snca = sin@.sin 0, ideoque 

(2.) MD = Asmp{Q\GU — sinösin'©). 

/\ • j • ^s* 

yuia denique sinp = -^^ , et cosi9' = cos 0. cos 0, mvems 

(3.) MD = ^^^.elcM— JBtang0.lang'0. 

Quia angulus /IPD=0 et angulus iPAf=g), erit angulus MPZ)= 0—9. 
Quia vero (p^^ D(K,ä) et <p = D(u, 0), adiumento formularum 7 in (§.120) 
theoriae functionunci modularium erutarum invenis, arcum anguli MPD esse 

(4.) - 9 = X(K- w, iS?- a) , * 

dummodo quadrans modularis Ä? eodem modo referatyr ad modulum k' = cosd, 
quo quadrans modularis K ad modulum k = sini?'. 
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Ope huius formulae angulum MPD prius computare potes, quam angu- 
los APM— tp et APD = 0. 

Quia formulae (3 et 4) referuntur ad argumentum K — i/, sive ampli- 
tudinem amcu, in geometrice qonstruendis functionibus modularibus aliud adhi- 
bendum est trigonum sphaericum. Si sumis amplitudinem l^e — woßcu = ^|;^ 
^ . sind sin^'SinL sinL . sinL . .... 

formulae snci/ = -j^ = sim?* "" "SH7 ' ^'^* ^««'V = IST ^^^ "»^»bita 

cos (J TT — Zi) = cos (J^ — /).cosi|^' edocet, {tt — £# esse hypotenusam trianguli 
rectangularis sphaerici, cuius catheti sint Jtt — / et ip^ =: ^Tt — amcfi. 

Inventa insuper in articulo(13) formula cos J?' = \^qi sie exhibita tg(j^-/) 

»tangCJ^ — X/).cosjFindicat hypotenusam Jtt— Zi cum catheto Jor — / facere an- 
gulum F, qui Sit longitudinis geographicae valor reductus sphaericus» et eiusdem 
roagnitudinis sit, cuius ille, quem in triangulo articuli(13) alio hypotenusa(|9r^6) 
faciat cum catheto \ir — g. Ät triangulum novüm loco anguli M, qui lineae geo- 
daeticae est azimuth in puncto M, continet angulum quendam N ab illo angulo 
M parum diversum talem, ut ipsum pro valore approximato sphaerico angüIi M 
sphaeroidici habere queas, quia demonstrabitur, fieri JV =s M^ si excentridtas 
sphaeroidica angularis ^ = fiat. 

Si cathetum Jtt — amca eo prolongas, ut fiat quadrans, et ipsius finem 
cum vertice anguli F quadrante sphaerico coniungis^ triangulus novus FND 
oritiir, cuius latus FD est quadrans et cum latere ameu facit angulum Jtt — /, cum 
latere vero FN facit angulum \ic — F\ latus FN = Jw — L cum latere ND facit 
angulum FND = ^ — N\ unde perspicis, triangulum FND, hoc sphaericum» 
eodem modo pertinere ad triangulum sphaeroidicum MPD, quo triangulus 
sphaericus articuli(13) pertineat ad triangulum sphaeroidicum^Pilf. Triangulum 
nempe sphaericum FND habendum est pro trianguli sphaeroidici MPD proiec- 
tione sphaerica. 

Nexum multifarium inter quantitates has omnimodis exprimunt formulae 
sequentes decem : 

sinL = sin/ .snctf , cot/ = cotL .cosF, 

sinL=zcoiF.coiN , cot/ =\mgN.cacu , 

(5.) {cos/ =cos£.siiiiV 9 et cotjP =:= incu .cos/, 
cncu = tosL.sinF , cosN=änl .sin-F, 

tangL= tncu .cosN , cosF = sncu .&nN, 

suppeditatae trigonometriaie sphaericae principiis, inter quas et eas invenis, qui- 
bus argumenti K—u functiones modulares exprimuntur. 
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Formulae hae sunt sequentes hoc modo exhibitae : 

sinL cosF 

cncu = cosLsin/^= coil.coiN, 

tangL cotF 

^^^ — '^^Hi ""^SiT- 

Superest» utangulus azimuthalisiifcomparetur cum ipsius valore approxi- 
mato sive reducto sphaerico* 

Formulae cos jF= snca.siaA^ et cobF= cnu.sinM praebent relationem 

sin/y = ^jj^.sinM == dnM^sinM, sivc 

(6.) sin A^ = cos'e. sinif. 

Formulae cncu = ool/.coiA^et fXkU = cotgr*eotAf, quia cnci^= 5^ = dnca.siiM 

1 tongfi* tangilf , 

praebent dncu = -^^^^ • ^ ^y , et quia tanggr = tang/.cos^, est 

(7.) teDg7K=;^.tangM. 

Quia vero cos6*cos'6 = cos*, et ^^— « ^|^> dividendo obtines relationem 

memorabiliorem 

(8.) 008^"= ^T^. cosM, 

e qua perspicis rationem cosiouum anguli azimuthalis ipsius et reducti sphaerici 
pro quovis curvae puncto M esse eandem, et esse N<,M. 

Aequatiooem conditionaiem a puncto ilf» ut in linea geodaetica sit, ad im^ 
plendam, nunc ope anguli azimuthalis reducti N alio modo eiprimere in potestate 
est; aequatio illa est cosgr = cosG.sinilf» quae multiplicata factore cos'6 fit, ob 

cos* 
aequationem(6X cos^cos'Ö = cosGcos'©. 8iiiAf.=cos G.siniV, et quia cos'0 = ^^> 

oritur co8;cot*= cos|[?cos6.siniKt sive 

cos/ » cos L. sin A'; 

quae formufa iam invenitur inter formulas praecedentes (5), cuius vero vlm ean- 

dem esse ac formulae similis cos^ « cos&.sinAf, nunc demonstratum est Adhi> 

bito angulo azimuthali reducto TV, aequationes quibus functiones et 'Q expri- 

muntur fundamentales 

lang 'Q » tang^ cos L cosM, 

sin0 SS smesmL 

transformabis in ipsis similes has non minus memorabiles: 
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.^^ ^ sin'© «= gin^cosGcos/V 

' tang@ = tang^sinG, 

dumroodo memineris, esse cos 0. cos '0 = cosi?^, et in usum vocas formulam prae- 
cedentem (8). 

16. 

Oii*^h*«iiie0 spliaerolfliel exprintanifip seriebns rapide eonTer- 

ffentllia«» 

Quadranles meridianorum aequales PE^ PF ^ PI) sunt quadrantes 
elllpsium congruarum, quarum excentricitas communis est sin^. Si igitur sumis 
signa 

/ _ _ 1 . _ IV 3 _ p.3\5 _ l^3^5^7 

\^o — * > ^1 — 2* > ^ — 2*^4* ' ^' — 2*. 4*. 6* *' ^* — 2*.4'.6*.8*' 
(1.) <sive 

j _ _1 _^ 5^ 175 

\Bq _ 1 ; f, _ ^ ; £a — 54 ; « s — 256 ' ^^ — 16384 ' 

quae et in sequentibus retinebimus, adbiblta formula (2) in (§. 102) theoriae 
functionum modularium, est 

(2.) PE— PF= PD = l^A(l—eism^e — €2sin'e — €^8in^e-€^8in''e .) 

Formula haec, quia e = 0,0806044 = 4^ 37' 5''838, ideoque sine <0,0 806044 
est, satis rapide convergit. 

Si longitudinem lineae geodaeticae, inde ab initio A usque ad intersedio* 

nem D cum acquatore, litera G significasy est j4D z=zG= Asinp.E = T^^^E 
pro modulo /r = sin^. Quare est 

iG — \nt A sinpil — €isin^ & — ei8in*& — €9an^& — e^On^» ) 
sive 
B 
G = Jtt . ^^fß.-(\ — «isin'i^ — e^An^^ — Casln'^ — e^s\n^& •••• ) 

et quia ab formulas Xmg& = sing.tMnge et Bin& = slnLfAne est,^&<mef 
series haec et rapidius convergit quam series (2). 

Quadrans modularis ad modulum Ar = sin^ pertinens litera i^indicatus, 
adhibitis signis 

U _ , . rf _ L' . rf _ l'-3' . . _ l*3*.y __ 1«.3\5V7V 

L 1 ^ * ^ 5 A 25 X 1225 
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exprimitur scrie 

(5.) Ä'ss J7r.(l + 6isin^& + rf,. siti^,& + 6^.an^& + 6^.sm'^& + ) 

Numeri absoluti (1 et 4) sequuntur leges« quae exprimuntur formulis 

(2r--3)(2r^l) (2r-l)(2r^l) . 
tr ■■ 2r*2r — ^•^'^i ^^ "'• °" ^r*2r •^'-i» quarum pnma vero non 

valet pro r ■« 1. 

Vim signoram di, d^, d^, d« et in sequcntibus retinebimus. 

Inter quadrantes spbaeroidicos referiinus et arcum anguMAPD^Oaa D(K^a), 
qui est difTerentia longitudinum geographicarum, quae pertinent ad puncta^etD 
extrema lineae geodaeticae AD sive quadrantis geodaetici G. Ut igitur quadran- 
tem hunc 4>^erie exprimamus in formulis ($• 261) theoriae functionum modula« 
rium, ponaturamii "> Jtt, quo fit 

D(K, a) « 47r (1 T- jf — Jr — j — J ), 

Quia vero in fine articuli(12) vidimus, esse ^jp^ - ^; ^jj^ = ^8g\ -^^^^^ 

'^*^^"^ taPäto?a ^ *' **^* ™* "■ tongff-cot;?, nee non ^jj^- Infldnä = — 
"■ ßineuaiigp, invenis 

''" (5!ii[]^-l)»to^tang;? 

*13/1 1*1 \ 

» 1.8.5 . / 1 , 1 , . 1 , 1.3 , \ . . 

etc. etc. 

QuiaTero aj^-(l+cot» = 1 +2 <»'/'" 2:4<^'V+ 2X6* '^*^>'"JÜÄ8«®'V^' 

vides, fanctionem J esse posiUvam, quia cotp<.l, et praeter factorem sin« .tang^ 

contioere factorem «,.$10*^.^. 

Si itaque ^«..sin^.tang^D.sin"'^..^ ponis loco J, invenis seriem 
• 1 a 3 4 

,„^ . . • 1 , cos* - 2sin*Q^-}j?) 28in i(e-tf')8iiii(g*i») 
(7.) m qua erit^- ^-1-^^-1- -": ^^ 

Inter quantitates reliquas A invenis relationem 
CreUe'f Jonnial f. d. M. Bd. XLUL Hall 4. 43 
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quam rcducis ad ^ = 2ir" * sin^» ' ~ ' ^ "*" * • ^"** ^^™ liit* ~ ^"* ^ 

recurrentis calculi regulam exprimit formula : 

(8.) • ^ =. 1 — ^j^^-g.tangV-^ pro r>l. 
Si index r a l est, valet relatio 

10,. 

^ OB 1 — \Mg^p.Aj et inde invenis valores sequentes: 

a <r 

A « 1 — 4iangV? + 8lg»gV?.u4 

^ n 1 — 2taDgV? + 8tongV? — 16langV.^ 

^« 1— gtangV + ytangV — -g-tangV— .-g-tangV'-^ 

* , 10 , 16 , 32, . 128 , 256, ^ 
^ — 1 — ff Uxkg^p + y langT? — y ^gV + "y langy? — -ytang V.-rf 

S 3 4 

et reliquos. Vides autem computum facillimum quantitatum ^, Aj Aj etc. optime 
in nunieris definitis institui recurrendo duce formula simplice (8), sive e formulis 
specialibus 

A " 1 — 2.tangV-^ 

A =» 1 — 4.tongV'-^ 

I 3 a 

/g N / ^ « 1 — 2. tang> . ^ 

4 8 ' 

^ = 1 — g.tangV*>< 

-rf » 1 — -=-.tang*.^ etc. etc. 

Loco factoris sine.tang^, quia sin^ ^ cös^ ' ^"™ potest aequalis 

8100 cose . cose . 

sm^.tang;; - y[An(p-^&)m(p^»)V ^""* *^°6^ ^ V[8iii(i^^^)siD(e^^}] *"^^'^**- 
/i 1 1 1 a 1 4 1-3 6 13.5 3 . 1.35.7 ,. 

ö"«"» 5^- l+2«>^>-2:4^^^>+235«>*>-2X^ 
est 
Ol, 1 , 1.3 - 1.3.5 . 1.35.7 ,. 

A - 2^^^V~'0^*A'+2i:6^*V^~2lA^ » ^"^^ 

formulae (9) praebent 

1 1 . 1.3 . 3.5 • 3.5.7 . 3.5.7.9 ,^ 
A - 4col;?-4;gcol;>+4;§;gcot^-i;5;8;i5cot;? + j^^^ 

a 3 , 3.5 , 3.5.7 . 3.5.7,9 . 3.5.7.9.11 ,. 
^ - 6^*A'-"65^*^+6ÄI0«>*^-6laÖJ2^^^^-*-6.8.10.l4^^ ^ - + ...... 
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3 5, 5.7 , 6.7.9 . 5.7.9.11 , . 5.7.9.11.13 ^ 

^ - 8C0t;>~8;j0^*^+8J0l2«>^^-8lö:T2l4^^ P-+-' 

4 7, 7.9 , 7.9.11 . 7.9.11.13 , 7i).l 1.13.15 ,. 

. — + etc. 

E formulis his perspicis, esse generaliter 

- 2r^l • • [2r-l, -2] , .[2r-1^^2] . [2r-l,-2] . 
. 2r + 2 ^ [2r + 2, -2] ^ [2r + 2, ^2] -^ [lr+2,-2] ^ 

et functionis ^ limitem, crescente r io infinitum, esse 

^ 8 COiV — cot V + 601^—00^)^ -< «■ l4-C0tV °° ^^V* 

1 r . . 

Quia vero ^ =^il—Binp).^z et ^ pro r infinito est (1 — riii/?).(l+siii/?), 

vides, rationem inter valorem functionis ^ iWuw, qui est Itroes, et yalorem primi- 

tivum ji esse = sin^(l + sinp), ideoque functionem jl esse taleni» ut crescente 
indice r ipsius valores lentissime decrescant« si sinp<,\(y5 — 1), et crescant^ si 
sinp> 1(1^5 — 1) est. 

Triplex ergo est seriei enitae (6) convergentia ; prima est ea factorum 1, 
<i9 ^%9 ^89 ^4 *••••> V^^ ^u°^ numeri absoluti; secunda est ea potentiarum 1, sin^^, 

113 

sin^t?", sinV, ; tertia denique est ea functioum ^, ji, A^ A^ , quamvis 

exigua si sin/?<i(|/5-l), quare ob accedenteni hanc seriem tertiam convergentia 
seriei (3) aut superatur ea seriei (6), si sin/7<|()^5-— 1), aut eam superat, si 
sin/?>J(y5— 1), sive sin/?(l + sin/?)>l est. 

17. 
Iflem «naäbpaiui eiLfirlaiitiir serie e^aT^ryeate »lieMi« 



Quia in (§. 120) theoriae functionum modularium demonstratum est, esse 
'C(K, K'— d) — D{K, a), est = 'C{K Ä^ö)t ideoque formula in (§.263) 
theoriae illius adhibenda est. Quem in finem loco citato sumatur argumentuno 

1/ = JST, et K'^a loco a. Quia vero in fine articuli (12) invcnimus j^j^ «■ ^;^» 
dnc'a = sin/) dn'a = sin^, et k^svfasfic'a = cosecos/, sumtis quantitatibus 
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. 1.3.5 . ^J \ . 1^ a 1.3 . / 1.3.5 . ,\ , 

et reliquis, invenis seriem hanc: 

«> = 4^(l~//o-^i-//t-^/s )• 

^ . 1 ,. , ,-} 1 * 1.3 / 1^.5 - 

Quia vcro est ^^ « (1— sinV) = +2"'*^'*"2i4**^ "*"2T6^*^ "^ 

et quia dnc^a.dn'a = /c = sind' = sive sio/, nriox perspicis, functioni dr praeter 

factorem constantem cos ^ cos/ inesse et factores d^ et sia^d. Si itaque sumis 

d^ = ^«..cos^.cos/.sin^^.if, serles antecedens fit 

(1.) = |7f— }7rco8lrcos/(^ + rf,•i*.8ill*t>'+5a.^/.8inV + 58.^/.sin•^?• 

+ 54.i.8in'^+ ). 

Quum vero nunc est 

(2) J-J 1 =3 ln^« , 28lnSi 

^ -^ CO80 0080 CO80 

12 9 4 

functiones reliquas ä^ J^ J^ J^ .... eruamus, quas facillinie invenimus caiculo 
recurrente. 

Quia vero 6^.sin'^&.J — ^^Av?i.{8^i.7.an'^^&)— ir^sin^& tsse ei 

intuitu ipso patet, est 

r 2r-l *r-l sin*/ i-i . 

^ . 810/ 1 ^^i 2r.2r , ,. . , 

^^ q^*« riS^ - S^ ^* "IT " (2f-l)(2r--l) > ^^'^^ recurrentis regula expn- 

mitur formula simplice 

(3.) ^-2i^inrii?r-^-i- 

Patent igitur formulae 

4 8 / 1 Y » , 
et rellqaae. 
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12 3 4 

quarum ope caiculus recurrens est facillifiius. Quia Jf, d, J, J, sunt func- 

tiones excentricitatis spbaeroidicae (sine)» ipsius valores non a situ lineae geo- 
daeticae« sed a solo corporis sphaeroTdici forma pendent; ipsarum caiculus est fa- 
cillimus e forinulis modo propositis. Insuper patet, has functiones esse.semper 

positivas, dummodo memor es seriei supra prolatae, qua ~— exprimitur; quam 
si adhibes« invenis 
• 1 • 1-3 . 1.3-S . 1.3.5 , , . 1.8.5.7 . ,. . 

/I ■■ 2*^^"*" 2[4'™^"*""2X6"*"*^"' 2ÄkÄ — ^ 2.4.6.8 '" ^**' 

quare ob formulas (4) erit 

i 3 , 3.5 , 3.5.7 ^ a5.7.9 . , 3.5.7.9.11 ,. 
^ - |siii e+ jg-ain e^-^jgg-An e^ ^^gg ^ sin ^+ l^SiälOlS""» ^•*- 

a 5 , 5.7 / 5.7.9 ^ 5.7.9.11 , 5.7.9.11 .13 ^^ 
/l "» gsin e+^an e+ j 8.10 "° ^"^ &8.10.12 ^ ^"*" 6.8.10.12.14 "" ^"•" 

8 7, 7,9 , 7.9.11 . 7A11.13 . 7.9.11.13.15 ,o . 

^ - grill ^+O0«» ^ + 8l(U2»^ ^+Oal2l4«« ^+8X0.12.14.16«^ ^•*- 

etc. etc. 

E formulis bis iam perspicis, esse generalem expressionem 



* ^ » _ * 



• .. ... 



S „ ^^-*-^ . 1^ . ^:±lLn2] . ,, . [ 2r+l,>2] . ;[ 2rH-l,--2] . 
-Är-i-J [2r+2,-.2] [2r+2, ^2] [2r+2, -2J 

Quare crescepte indice r in inßnitum obtines functionis J limitem esse 

... « « rin*e , (1 — co8e)(l + cos0) 

et quum functio initialis ^/ = ""cöse — ^**' crescente r in ipfinitum fit tandem 

!• l + GOSe », , . . -. . 12 3 .1. 

^ "" ^ * """oösT"* ^°^® perspicis, functiODum J^ J, J, J, etc. seriem diYergere 
quidem» at divergentiam banc e%%e tardisMmaro, ita ut series eruta (1) tum ob fac- 
tores ^0» d^i» d'a» ^% ^^c« ^""> ^^ factores 1,. sin'^, «0^19*, sin*^, etc -satis rapide 
convergat. 

Quia sin/= -g^, ideoque cos/ = -r^ , factons cos ^ cos/ 

loco factor aequaiis UmffÄ P^°^ potest, ita ut formula (I) qua- 

drantis 4> valor^ni exprimens alias non contineat quantitates, quam e et ^* 
Si formulas (4) componis, oriuntur 
* 2 / 1 V • 
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j « ^'^'^ r ^ Y. J 4>6 / 1 Y 6/ ' V I 

■■ 1.3.5 ' Vginc/ ' ^ 3.5 Vsine/ 5 Vsine/ ** 
jj 2.4.6.8 / 1 y ^ 4.6.8 { J V 65 / 1 V 8 / i y 
^ * 1.3.5.7 * Vsine/ * 3.5.7* Vsine/ ""5.7 Vsine/ 7* Vsine/ "" ' 

et reliquae^ 
quae vero formulae parum proficiunt, quia caiculus recurrens e formulis (4) com- 
iDodius in numeris definitis ipsis instituatur. 

18. 

ArffUJBteiitiiiiA ts et ipslas eomplementiiiiA JH^ts^ «veiM Uaeae r^^dae« 

tieae tafteflniiiui • et ipeiae eompieatentiun €f—9^ lowtgituMmujm, seo« 

i^rapMeiuraim dUrerentto ^ et ipeiiui eomplemeatain 0^fp eevielbiui 

exprlmiuitar rapidie eonTevsentUbae» 



Argamentum u coniunctum cum curvae geodaeticae puncto M , e data 
amplitudine amu optime computatur ope seriei (1) in (§. 105) theoriae functio- 
nuro niodularium derivatae, quae quidem series est 

(1.) u = ami/+di.sinV.X^(ami/)+d,.sin^^.X'(amu)+^3.slQ^^.X'(ama) 

+ rf4.8in*i9'*X*(aini/) + tf5*sin***-X/'(aniw)+ 

Si in hac serie sumis amci/ loco u, argumenti u coroplementum K-^u exprimi- 
tur serie 

(2.) K—u « mou+6^sin^&XXumeu)+8^.an^&.}?Cmcuy+6^.m? 

p 

Quia arcus AM » s lineae godaeticae est s •« ^^^-ol^' formula (2), in 

(§. 105) theor funct. mod. eruta, praebet seriem 

(3.) s - ^;j|^(ama— £i8in'ii>.X'(ami/)--€a.sin*il^.X*(amu) — «,sin**.X;Xania) 
— «4 8in'.Xi\ami/)— €». 8in"*.X;*(amii) 

et quia arcus DM «■ ^^^^ (eleu — f^snu. aneu) =■ G-^s, invenis seriem 

* S 

(4.) G — 5 =» ^^1^ (amciz-rsinV. 8na.8nofi-C|8in*i9' V(amci/)-e,8in^^.X;X*n^) 

— €aWn*i9'.A/'(anicu) — «4.sin'd',X*(anicM)— — 

Quia longitudinum geographicarum differentiam punctorum A et M.sive 
arcum anguli -^PAf in venimus y = D(u, ä), formula (4) in ($. 261) theoriae 

functionum modularium inventa, quia est jP» ^^^^^^^XM^i)' adhibita functione 
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ui in articulo (15) eruta» praebet seriem quadruplicis convergentiae , vel saltem 
triplicis: . 

(5.) y « jP— sin e . \mgp . [a . am a+ei . A . s\x{^& . V (am u) + ^.j[Mn*&X\9mu) 

3 4 

+ «8.^.siVt9'.X/'(ami/) + «4.^.sin'i9'.V(amii) + ] 

et quia longitudinum differentiam earum , quae ad lincae geodaeticae puncta M 
et D perlinent^, invenimus 4> — q» s 'C(JK—u. K—d), formula (4) in (§. 265) 

theoriae functionum modularium eruta, adhibita functione^ articuli praecedentis» 
praebet seriem hanc 

1 ^ 

(6.) *-g) =5^ -jF-costf cos/. [j. ancu+^i . J. slii*i9',A'(amcu)+5,. J.sin* J.X^(jmcu) 

+^3./l.8in«*.i«Camca)+^4.^.sin**.A*(amcu)+ ] 

quae pariter rapide convergit. 

Si tabulae paratae essent, et quidem tabulae unius argumenti sive anguli 
cuiusdam variabilis 9 tales , ut contineant valores functionum X\(p)j X\v)j i'\v)$ 

i\(p)j i^Xv^f ^iusniodi tabulae mirum in modum proficerent; ipsarum adiu- 

roento calculus formulis modo erutis praescriptus foret facillimus. Si forroularum 
vero praecedentium formas elegantes spectas, mecum dolebis» tabulas satis acco- 
modatas nondum esse paratas. Ideam' tabularum talium lam animo concepit 
III. LegenJre, in cuius operibus invenies quod nuperrime vidi tabulam, quae con- 

tinet valores integralium formae I sin^9 .89); at tabula haec est non satis eitensa, 

et parum prodest, quia in usu ipso non desiderantur valores integralis illius, setl 
functionis valores, cuius alter Factor est functio illa integralis, cuius vero alter 
factor est numerus absolutus, scilicet functionis 



-irr \ 2'*«6 Qr) r. ^ ^ 



quippe cuius vis analytica est roulto praestantion In initio sectionis dedmae 
theoriae functionum modularium demonstratas invenis formulas finitas, quibus 
functionis XXv) exprimitur valor: 

3^. . r sin2y r(r— 1 ) sinly r(r—l)(r — 2) sin6y 

^W-V-^^l^ 1 ■*■(r + l)(r^.2)* 2 *" (r ^ 1) (r + 2) (r-f-3) * 3 . 

^ r-ly r(r^l)(r^2) 2,1 Sin2ry 

~ ^ ^'(r+l)(r+2)(r + 3) (2r)' r ' 

et ad usum magis aptam hanc : 
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2 2 4 2 4 6 



2.4.6 (2r-2) . ^, 

- 3.5,7 (2r^l )''"°'^'y'^^y' 

quae facit recursionis regulam 

i-(y) » A-(y)- 3|-7'-^:Vii^;\) . slnw.^ . cos,.. 

Functio ^''(9) insuper est eius generis, ut ipsius limes, crescente indice r 
in infinitum, sit =: 0» dummodo amplitudo 9 sit inter limites — lit et +^^; ita 
ut formulae illae, crescente r in infinitum, evadant 

sin2a) sin4Gp sin6<p sinScp 
^ " "1 """2 "*"~3 T"-*--" 

2 2 4 2 d li 

9 t=a sin^ eos7 + gsin'9C089 + ^8m^9C08g>-f-.^V^fiin^qpcos9-f- 

Functiones itaque in seriebus praecedentibus substituendae sinit 

i*(tmi/) = ami/ — sni/cnw, 

, , 2 

l*(mu) = amii — anucnii — gsn'f/cna , 

2 2*4 

i*(amii) = tmu — snucau — ^sa^ucnu — ^-^ sn^ucnu, 

./ X 2 , 2.4 ^ 2.4,6 

Vißmu) = ama — snwcnw — jsn'i/cnu — 3y5Stt*i/cnw — g-gTsan^acnn^ 

et reliquae, et pariter 

;i^ (amo u) = ancu — sncii cnc u, ^ 

2 

Jl*(aiiicii) = amctf — saoucoci/ — ßsno'acaci/f 

2 2.4 

A'(amcu) = amca — anci/ cneu — g snc^a enca — ^^ ''^^ encii. 

etc., etc. 

19. 



Quia tabniae, quibas exprimantur valores functionis l''(q>), hodie oondom 
paratae sunt, aliam excogitavi singaios terminos serierum articuli praecedentis 
computandi rationem» quae non tibi displicebit. 

Si seriem u = amw + di8iii'i9'.A*C«mw) + ^,. 8ln*d^.A»(amii) + , quae 

est articuli praecedentis priroa, hoc modo insignirous 

( 1 . ) u = ^0 -»- ^1 -h ^s + ^a + ^4 + 
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cerlo est ^o = ama; y^, = 5,.sin'^.A*(aini/) ; ^j = 5a.sm^*.A*(amu) ; etc. et 
generalifer 

• A A 

Q2,4.6 (2r) ^ ,,s4.iy \ .-• X 

uia vero, si sumis Signum /i^ = 3-5-7 Clr^Vs * ^ >l (ami/) = A (am ti) 

— //r.sn^'.u.cni/, valet relatia ^/^i-i,g^wa >y. «■ j^ gi^^ir^ — /^.»sn^^i/.cni/, sive 

^'^' = ( 2rT 2*) • ""^^ • -^r — /^ . ^r+i (sin i?«)^**. sn*^' 1/ . cn 1/ , 
quare, substitutis valoribus signorum fx^ et S^,, obtines 

A /2r+l V ^ 3.5.7....;(2r + l) , .^, . ^ 

"*-' = V27:i:2«n*; -^ -2-7476-::::. (2r).(2r + 2)^-^«"^-^»^) ^sm^.cnu. 

Si itaque adhibes angulos auxiliares B et'@in articulo (14) determinatos forniulis 

J (9 =s arc sinCsin e . sin L) = arc lang (lang e . sin G) 
l 'Q as arctang(tang^.cos3/) = arc sin (sin ^. cos G. cos 7V0» 

formulae in articulo (10) inventae (7) praebent • 

sini9'.snu = sin'd et sin&.cnu = cos'@sin@; 

quia vero cogQcos^ Q ^^ ^' ^'^ siniS-.cnw = cost9'.tang@, ideoquc formula prior fit 

-^^1 - V2r^2 ™V -^^ 2.4.6. ....2r (2r + 2)» "" ^' 

Formulae speciales sunt igitur sequentes 

^0 = arc lang ("l^^, 

(1 . «V ä cost^-.tang© . ,^ 

, . /3 . O.V ^ 3 cosd.tang© . ,,^ 
(3.) { ^2 = (4 «'"*) . ^1 - 2 4^^-^- ''" ® ' 

(5 . o.\* . 3.5 ^si9'.tang@ . .,^ 
gSin»).^,--^-^> ^ g, ^ -sm^^e, 

/7 . O.V ^ 3.5.7 cos^.tang© . .,^ 

etc. etc. 
Grelle*« Journvl f. d. M. Bd. XIDI. Heft 4. 44 
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Ope harum forrouUrum singuli termini seriei (1) satis facile computantur 
c datis L ei M ipsis, et e termino initlali ^o ^=^ amu ;= arc tang ("TJjjfö"/- 

Si argumenti u complementum K — u computare vis, computandi ratio 
eadem est, dumindde permutas amplitudines et '@. Modulum sin^ ipsum com- 
putabis ope formulae 

(4) & ^ WC C08(C0S & . cös'6). 

Si loco quantitatum L et M datae sunt G et IV, caiculus fere idem est* 

20. 

eomputMAtiir* 

Si in Serie (3) articuli (17) semiaxem terrae, hucusque litera B insignitam, 
nunc litera minore b ipsignis, est 

s = ^^^ [mau — €iSin**. i} (am u) — «^sin*«?^. A« (am u) — «, sitt* i9^. ^•(am u) 

— «4sm«i9'.if(ami/)— ] 

quam seriem repraesentemus hoc modo: 

• (1.) 5 = 2?o — B| — B2 — ^3 — B4 — -ßft"" 

ponendoJ5o= — ^; ^i = "^^^'^«(amu) , ^a = -^^^r"' A^Camw) et 
sie deinceps, ita ut generalis valeat formula: . 

b.^r.sin'^» ,,. , . Br.cos& 

ß^uC08& 

Quia vero A'^*(am?i) = A''(ami/) — /a^.sn*^'M.cnw, oritur relatio 

Br+l.COS& Br.C08& ' 

P.3\5*... .(2r-l )\ (2r-»-l) 2.4. 6 ....,(2r) 

Si valores c^, — 2^4^6^... (2r)^(2r^.2)» ^* '*^'' — 8.5.7 (2r^ IX(2r + l) 

substituis, fit 

1.3.5 (2r-3)2r-l) 1 



Cr+l-i^r 



2.4.6 (2r-2)(2r) (2r4.2)« 



Si itaque iterum angulos @ et ^6 sumis tales ut sit 



(3.) 
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/n\ I @ BS arcsinCsin^sinZ'} « arctangCtang^.sinG), 

\'Q BP arctang(taog^cos£'C08ilf) » arc sin (sine, cos &« cos iV), 

r* . ^ . ,^ . sini^'.cntt ^ • • i i* i • 

quo lit siniT'.snii = sin'ö pt o. — = tang0, recurrentis calculi regulam lam 

exprimit formula generalis 

_ (2r-l)(2r^l).sin'i» 1.3.5 (2r-l) a.tangQ . ^, 

^-*-i — (2r .*. 2)« • -^^ 2.4.6 (2r) ' (2r-^2)* ' ^ ^ 

quae valet pro r > 0. Est vero 

jöi =* 2* •^» 2^ ' 

^ _ 1.3. sin»* l fttange 

^a= 4v — '^1—2' 4* •»"' Q» 

_ 3.5.8iD«J- 1.3 Ätang© 
^3 = ö* . i>a 2j[ gi— • «n » 

__ 5.7. rin«* 1.3.5 fttengg 

7.9. 8in »i» „ 1.3.5.7 &taiig@ , „. 
^»= ^ro* •^*~ 2^61-10* — "' ®' 
et cetera. 

Moduluro * ipsom invenis ope formulae 

(4.) t?- s= arc co8(co8@.cos'@) 

Si vero e permutatis amplitndioibus O et 'S computas quantitates 

|^^^3,5^^,_M|^.^j^,^^ 
^_5^in^^^_Map:ö.^j^.^^ 

etc. etc. 
pariter erit ^^^. Acu—B^'-B^-B^-Bt'— , quare cum arcus MD^G-s 

exprimitar formula G-^—^Ss»' eleu— Ä.taiig©.taiig'ö (confer. art. 14), e«t 

(6) G-s = Bo'--ÄtaDg0.Ung'0-Bi'-5,'-.Bs'-5/-5/- 

• 44* 



(5.) 
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21. 

Termiiii •erlemni^ qaae loni^ltiidliiiim i^eoffraplitcamm dlfferentliMi 
^ et ({> — ^ exprimitety rccarrendo eompiitaiitiur« 

Si brevitalis causa utimur signo -^^sme.\mgP = V[sm(6-i^).sin(e+.^' 
formulam (5) in articulo (17) inventam sive seriem 

am 

simplicius repraesentemus signis his 

(1.) g) == jt» — Co — Ci — Cj — C^ — Ci — C5 9 

sumendo 

etc. ita ut generaliter sit pro r >- 0: 

quo facto erit 

, (2r-l)(2r-H) ^^1 ' 1. 3.5 (2fwl) «»^r^-itangÖ - ^,, 

^-^»= (2r+2)« -:^-sin^^.C--2 4g (jr) (2r+2)' ^^ ^' 

ita ut valeant formulae speciales 

^ cosdcos0 * V sm© / ' 

r— — ?i5l*-.^» r ^^i>tang0 , 



2» A^ ' ^^ 2« 



(2.) 



Ca— ja A^'^^~2 4» * 

^ a. S.sin'i» ^3 ^ 1.3 in^3,tang0 . .,^ 

^ 5.7, sin* I» A^ ^ 1.3.5 in>i4.tang0 . ., 
C4== 8* J- ^3-21^.1 — g; — «« Ö» 

_ 7.9.sin*i» ^ • 1.3.5.7 m^^tangO 
^»~ 10» \i4-^^~ 2.4.6.8' 10» «»^ or, 

etc. etc. 

quarum ope singuli termini scriei (1) post initialem F computantur e datis aut h 
et M au< & et iV ope angulorum 

/Q N ( » arc8in(siae.sinl^) s» arc tang(tang^.sin6), 

I '0 a arctang(tang^.cos/i.cosA/) » aresin (sin <;. cos &. cos iV), 
e quibus et computas 
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sin^cos« 



(4.) & « arcco«(co8©cos0), ctm=yjg.^^^j-g|^^j3 = smecos*.tangp = -^ 



cos 6 



nec non tang;^ = V[sui («-*)• sin («-hÖ')] *^^^ adiuniento formulae 

/• V . /cose\ . / C0S6 \ 

(o.) p = arc8in(^^5^; - arc sin (^^— ^-—^^ 

Priusquam vero calculum recurrentem e formulis (2) incipias, ex angulo 
modo invento p computabis quantitates jd^^ Ax, ^i, ^s» ^^c. vel potius ipsarum 
logarithmos e formulis 

28in^G;t- |y) ^ 28in{(g-i»),sinj(e-h^) 
• "^ sinp *" cose ' 

A^ « l-2.tang>.Jo, 
^, «■ 1 — 4.iangV*^i , 
A^ = l-2.UingV.-i, 
-^4 — l — j.tang/?.^,» 

10 . 4* 

>^i — 1— Y-tang/?.^4, 



2r 

in usum commodiorem hoc loco repetitis. Formulae (2) ad maximam partem 
congruunt cum formulis (3) articuli praecedentis » ita ut factorum logarithmis 
plerisque etiam nunc uti queas, quae est sublevatio caiculi non spernenda. 
Si vero sin'gulos terminos seriei (6) in articulo (17) inventae 

•* — 9 «■ J^— i^— cose.cos/.[/ioamc'i+5iz/isin*i9^.Ä'(amca)+5,Jasin**.iKa'ncii) 

+ 53z/a8in«*.;.'(aincu)+ ] 

hoc modo repraesentatae 

(7.) 0-g,« i^-/r-2)^-2),-2)^-/)^-2)^« 

computare vis calculo recurrente, sumto signo — reos^cos/y erit 

-'^ö^cös^'-^o-*"®"' A = ^5i^-*i^i8in**.A*(amc(i); A=^^-M«sin**^Xainca) 
et g^neralilcr D^= ^;^^.5r.z/r.siii'^.A''(amctt). E corporis sphaero'idici excen- 

tricitale e computabis primo quantitates lente crescentes z/o, ^i, ^t, ^9 vel 

potius ipsarum logarithmos e formulis hoc loco repetitis: 
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I cose * 

6 1 

5 sin*« 



(8.) {^.„6^.^._i^ 



Jr 



2r 



2r-l sin»«-^-^! 



^--1-1, 



quo facto erit 



(9.) 



A = (5siiit^)'-;^-A -^. — sine, 

-rx j-o ' €L\9 ^h T\ 3.5.7.9 iiJfttanff'0 . .^ 
etc. etc. 

Factorem constantem novum n = cose.cosi^.cos/^ ^^^ — ^ ^-^ 

lange 

e formula 

& es arc cos (cos 6 008^0) 

invenis, aut ipsum computabis e formula /= «rosia(^g^}, quo simul latitudo 

Vera puncti initialis A innotescit. 

Si vim formularum (2 et 9) animo perpendis, formulas has earo ob causam 

iuste yituperabis, quod duplice caiculo recurrente opus est, quarum secandus est 

molto molestior quam primus. Ut taediosum hoc negotium evites, ad formulas 

articuli (17) ipsas redibis, et functionum l\wku), k\nmu)^ l^ümu) valores 

(vel eas functionum ?}(mcu)j X\üjncu)^ iXvmcu), ) e formulis 

/lang^\ ^ ^ /tang0\ 

amii = arclangVTnr©"/ ^^ ""^" = «'«*»»« VW© / 
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coinputabis adiumento formularum io fioe articuli (17) propositarum, qui quidem 
calculus non est adeo taediosus. Speramus vero fore, qui comnioti studio, ut 
difficultates vel si mavis, taediosas has molestias analyticas relevent, opus deside- 
ratum suscipiant parandarum tabulanim functionis ^''(9)9 praesertim cum integra- 
lia modularia et permulta alia io series tales evolvi queant, quae in singulis ter- 
minis successivis contineant functiones A^(q))y X^(jif), X^i'cp), >t^(9>)» etc. 

Functiones hisce similes sunt eae, quarum forma sive definitio est 

^(y)= 2.4,6 (2r) J^sm^'9'99^ 

Integrando et reducendo invenis formulas 

/x*(g)) = 1 — 0089 

/u^((p) — 1 — C0S9— JsinVcosy 

1 3 

M^(9) = 1 — COS9— JsiiiVcosy— 2^8m^9cos9— 2|f768inV<»8 

10 1 ^ ^ 

/^'(v) = 1 — cosy— Jgin'ycosy — 274sin^9C08g) — 2T^""^^^^9^ 

1-3,5 (2r>-l) . ^ 

2.4.6 (2r) "» 9^^*9^' 

quae formulae perelegantes similes sunt iis, quibusA^g)); X\q>); k\(p) etc. ex- 
primuntur, at minoris momenti, quippe cum non sint transcendentes. Si q)<! J^, 
functjonis ^''(y) limes, crescente iudice r in infinitum, est 1 — co89«(l — sln^g))* 
= 1 — 1 = 0. 

22. 

De lineae geodaeticae quadratura pauca addarous. Inventa in articulo(6) 
forniula 

exprimit zonam, cuius initium est aequator, et cuius latitudo vero L determina- 
■ tur formula 

. - sin© 

81110 
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Si eam huius zonae partem quaeris , quae continelur inter meridianum primum 
PAE et meridiaimm PMF, qui cum illo facit anguIuiOy cuius arcus = 9, huias 
quadrigoni area erit 

2^.Z, sive 

^r-. — sm© . cos* 0.0) H ; , cp.fifö) 

2sin0 ^ sine *^'^\^) 

et ipsius differentiale, habita ratione ad variabilem 9, itaque est 

Si ve/o S designat aream quadrigoni EAMF sphaero'idici , cuius latus AM est 
arcus lineae geodaeticae, pariter erit 

duramodo 9 habetur pro functione arcus sive amplitudinis 6, sive vice versa Q 
habetur pro funotjone arcus (p, qui est differentia longitudinum geographicarum, 
quae ad lineae geodaeticae puncta A ei M pertineut. Quare est 

^ . sin« dn^tt«dtf 

Quia vero sin© = sin*. snct/, cos«© « dnc*M, et 9(p « — • i^xsjig'g.sn^u 

sin sin lg - Mnp cnttdn^u.8tt sinpsin* dn*« .dsnu . , 

^** co?0 '^ *" sin^tJ-'cosg'd^-tangV.sn'ii) "* cosgcos»*' l-|.tang»^.sn»u • ideoque 

^sin p 8int9' / ^ dn*u,8sntf ^«cos*g f* 
^='2^3gsine Jl-htangV.snV"*" 2sine J*'^®^-®«» '*^® 

o ^ r dn^u.Ösnii i§«cos*e fl,. ^ 

^ • o/^\ , i/l-hsin0 ,„i /l-^*sncii 
Quia 2(©) = log K-nr^sr© -^ '^«^ K i-Asncu ' "^ 

c ^« r dn«ti,8snu X^cosesin;) / ««.dn^uJogl/f^ 

5 = J^ lang^7 I ^ ^gi^ g^i^ + 2sin6. cosgj 1 -1- UAgV • stfu 



sncn 
•nc«f 



Sive 

'ktncif 
incu 



•öa.dn»iilog|/i±^^ 



S = J ^tBnggJ i^u>j,^g.snu "^ i^cosetang;; -^ l + UngV.sn*» 

Integrale in huius formulae parte prima facillime eruitur, at integrale in 
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parte altera contentum, quomodocunque ipsium transformabU, in forma finita ex- 
hibere fnistra conaberis. 

Adhibho parametro a articuli (11) invenies 

Quia vero 1 — dnc'^^isnc^i/ = I — g.^t et formula © s am (/r (Ä'— i/) . j^ difle- 
rentiando fit 90 » -./ccncii. 8ix ss — |/(dnc^a — ^'*) .0«, vice versa est 

^" = J/(cos*0-co8».9^)' quareinvenis 

c .\i». /»dnVÖgnu ^ , . , , . /! -8(^00 

5 = 4^tang^.jfi^p^SJ?^.- + 5^cos .cos ^»•"?^j^(,_ge^.^(,i„T^-— — 

Si g© = ^[) sumis, fit = /(ij^), Ö0 = g^» sin© = Sangop, 
ita ut differentiale partis secundae obtineat forraam 



Script, d. 2. Martii 1847. 
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14. 

lieber Torsionswiderstand und Torsions- 
festigkeit 

(Von Herrn Dr. E. S^gnüz zu Eldena.) 



MJie Lehre von der Torsion elastischer Korper ist für den Techniker und 
Physiker wichtig, aber bis jetzt in den Handbüchern der Mechanik meist nur erst 
ziemlich kurz und unvollständig abgehandelt; es kommen dabei sogar noch Un- 
richtigkeiten vor. Poisson verweiset in seinem Traite de Mecanique (tome \ 
2® edition p. 699) auf eine Abhandlung in den Memoiren der Pariser Akede- 
mie, wo er den Gegenstand ausführlich behandelt habe. Diese Abhandlung habe 
ich leider noch nicht zu Gesicht bekommen können, da die altern Jahrgänge der 
gedachten Memoiren auf der Greifswalder Universitäts- Bibliothek fehlen; ich 
kenne daher nur. Dasjenige, was davon, in die Jahrbücher der Physik, nament- 
lich in den Supplementband zu Baumgaeriners Naturlehre, übergegangen ist. 
In dem Traite etc. führt Poisson lediglich an, er habe gefunden, dass der Tor- 
sionswiderstand einer elastischen Ruthe von kreisförmigem 
Querschnitt der vierten Potenz ihres Durchmessers proportional 
sei; was auch durch die Erfahrung bestätigt werde. Man möchte daraus fast 
schliessen, dass er selbst auf die von ihm gefundene Constante wenig Werth 
legt. Ohm (Lehrbuch d. Mechanik, Bd. II, S. 429) beschränkt sich ebenfalls 
darauf, obiges von Poisson herrührende Resultat in einer Anmerkung als ein 
solches zu erwähnen, welches mit der Erfahrung übereinstimmen sol/e; ohne auf 
den Gegenstand weiter einzugehen. In den mehr practischen Lehrbüchern der 
Mechanik und Maschinenlehre z.B. in Buchanan% Mühlen- und Maschinenbau- 
kunst (aus d. Engl, von Jacobi^ Berlin 1825, S. 197 u. f.) ist nur von der Tor- 
sionsfestigkeii die Rede, obgleich sich der Verfasser (Uebersetzer ?) durchgängig 
des Ausdrucks Torsionswiderstand dafür bedient. Gerstner leitet (Handb. d. 
Mechanik, Bd. I, S. 374 u. f.) aus theoretischen Beobachtungen eine Formel für 
den Torsionswiderstand her, begnügt sich aber, auf dem Wege des Experiments 
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das directe Verhältniss zwischen ^dem Moment der wirkenden Kraft und dem 
Torsionswinkel nachzuweisen; rechnet man nach, so findet sich, dass die Gerst- 
ner'sche Formel den Torsionswiderstand bei weitem zu gross an- 
giebt. Eben so sieht sich fVeisbach veranlasst, im I. Bande seines Lehrbuchs 
der Ingenieur« und Maschinen - Mechanik (S.239), die vorher auf theoretischem 
Wege von ihm gefundenen Formeln durch Einführung andrer Constanten der 
Erfahrung entsprechend zu modißciren. Unter diesen Umständen dürfte es 
nicht überflüssig sein, den Gegenstand hier von Neuem zur Sprache zu brin- 
gen. Gewöhnh'ch geht man bei Begründung der Formel für den Torsionswider- 
stand etwa von folgenden Betrachtungen aus. 

Man stelle sich den gewundenen Korper, welcher zunächst von cylindri- 
scher Gestalt (mit kreisförmigem Querschnitt) angenommen worden war, aus lau- 
ter elastischen Fasern bestehend vor, welche im natürlichen Zustande mit der 
Axe des Cylinders parallel laufen und mit ihr von gleicher Länge sind; die beiden 
andern Dimensionen der Fasern können unendlich klein angenommen werden. 
Das eine Ende des Cylinders sei fest ; an dem andern wirke ein sogenanntes Ge- 
genpaar von Kräften, welche das freie Ende um die Axe zu drehen streben. Das 
Moment dieses Gegenpaares ist die unbekannte Grösse, welche wir hier als eine 
Function des Torsionswinkels auszudrücken suchen und Torsionswiderstand 
nennen wollen. Die gewundene Faser AD (Fig. 1), deren Abstand von der 
Axe gleich 9 sei, wird eine Curve von doppelter Krümmung in der Oberfläche 
eines Cylinders von dem Radius 9, und zwar die möglich kürzeste Linie zwischen 
ihren beiden Endpuncten, also eme Schraubenlinie hWAtn. Ferner wird in jedem 
beliebigen, auf die Axe senkrechten Querschnitt, der Torsionswinkel dem Abstände 
des Querschnitts von dem festen Ende des Cylinders proportional sein. Stellen 
wir uns nun jene Cylinderfläche in einer Ebene ausgebreitet vor, so wird, unter 
der Voraussetzung, dass der gewundene Cylinder seine Gestalt im 
Ganzen nicht verändert hat^ ein rechtwinkliges Dreieck y^ JE? Z) (Fig. 2) 
entstehen, dessen Hypothenuse AD die durch die Torsion verlängerte Faser dar- 
stellt, während ihre, ursprüngliche Länge ^^ = / war. Bezeichnet man den 
Torsionswinkel BCD (Fig. 1), am freien Ende (durch die dem Radius 1 entspre- 
chende Bogenlänge ausgedrückt) durch 9, so ist die zweite Kathete JBD = 97 
und AD = V(/^-t-Qy). Ferner ist das Verhältniss der Verlängerung, welche die 
Faser durch die Torsion erfahren hat, zu ihrer ursprünglichen Länge oder: 

ED n<^H-(>VVf / p^y^ 

AB "^ l —\k\^'^p )— ^ • 

45* 
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Es sei nun e der sogenannte Elasiiciiäts - Modul oder diejenige Kraft, 
welche erforderlich sein wärde, um ein Prisma von dem Querschnitt 1 und aus 
demselben Stoff wie der vorliegende Cylinder, auf das Doppelte seiner ursprüng- 
lichen Länge auszudehnen, insofern eine solche Ausdehnung noch innerhalb der 
Grenzen dervollkommnen Elasticität läge. Setzen wir noch den Quer* 
schnitt der Faser gleich /u, so ist die der Verlängerung ED (Fig. 2) proportionale 
Kraft, welche in der Richtung D^ der gewundenen Faser ihrer weiteren Aus- 
dehnung entgegenwirkt: 

/=.^(]/(i+e^)-i). 

Dieselbe kann offenbai" nicht ohne das Hinzukommen einer dntten Kraft mit 
einer in der Richtung der Tangente Z) /^wirkenden Krhfi im Gleichgewicht sein. 
Die Grösse der beiden letzteren Kräfte, die durch /?" und /? bezeichnet werden 
mögen, ist unbekannt; dieKenntniss der Richtung von /?" würde aber, in Verbin- 
dung mit dem Umstände, dass zwischen den drei Kräften Gleichgewicht Statt finden 
soll, hinreichen, die beiden Unbekannten ihrerGrössenachzu bestimmen. Nimmt 
man jene dritte Kraft p^^ als parallel mit der Aie wirkend an, so erhält man (ab- 
gesehen von dem Einwurf, dass es an einer physicalischen Begründung dieser 
Voraussetzung gänzlich fehle) einen Werth für den Torsionswiderstand, welcher 
sich selbst durch den rohesten Versuch als bei weitem zu klein erweiset. Dage- 
gen lässt sich aus dem Scitendruck der Fasern, den sie auf einander ausüben, eine 
in der Richtung DG, perpendicular auf die gewundene Faser wirkende Kraft p" 
herleiten. 

Soll dieselbe mit p' eine DJF genau entgegengesetzte Resultirende hervor- 
bringen, so muss 

sein; für die Resultirende selbst ergiebt sich: 

(1.) P=.^(^+^-vc-$+i)> 

Diese Resultirende wirkt an dem Hebelsarm 9, mithin ist das entsprechende 
Moment: 



9P = .<u(^+h'-Vi7-*^))- 



Fasset man sämmtliche Fasern von demselben Abstand q zusammen, so ist die 
Summe ihrer Querschnitte 27r98Q und das Torsionsmoment eines Ringes, dessen 
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innerer und äusserer Halbmesser 9 und 9 + 89 sind, oder das Differential von 
dem gesuchten Torsionswiderstand des ganzen Cjlinders ist 

ör=2x.(^(?+f9»-Q}/(^+Q'))8(? . 

Hieraus findet man den Torsionswiderstand eines Gylinders von 
dem Halbmesser r und der Länge / für den Elasticitäts- Modul e und einen 
Torsionswinkel 9, indem man zwischen den Grenzen 9=0 und 9= r integrirt, 
nämlich : 

In dieser Gestalt ist die Formel zur wirklichen Berechnung kaum tauglich, 
indem, wenn man mit siebenstelligen Logarithmen rechnet» diejenigen Ziffern, 
welche noch sicher sind, sich gegenseitig aufheben« Es ergiebt sich aber durch 
Auflosung des letzten Gliedes io eine unendliche Reihe: 

In der Ausübung pflegt -j- eine sehr kleine Grösse zu sein. Gerstner 

führt in seinem Handbuch der Mechanik (Bd. I, S. 382) ein Beispiel an , welches 
er auch seinen weitern Berechnungen über die erforderliche Stärke der Wellen 
zum Grunde legt, wo r = 10" und /=240" war; den Torsionswinkel giebt er zu 
0,117^ an; hiernach wäre 

^ = 0,000085 < i4i • 

Gerstner hat nun zwar den Torsionswinkel nicht gemessen, sondern nur nach sei- 
ner unrichtigen Formel berechnet, jedenfalls war aber doch 
Ü2 JL rV 1 ' r^y^ 1 

u. s. f. Bei physicalischen Beobachtungen kommen freilich Torsionswinkel vor, 
weFche mehre ganze Umdrehungen betragen; indessen sind dabei die Drähte 

oder Fäden so dünn, dass die hohem Potenzen von -7- auch hier unbedenklich 

weggelassen werden können. Man pflegt sich aus 'diesem Grunde mit dem ersten 
Gliede des obigen Ausdrucks zu begnügen und 

(4.) r==^ 

zu setzen. Will man den Torsionswinkel lieber in Graden haben, so sei a die 
Anzahl dieser Grade, und es findet sich: 
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Um auf analoge Weise den Torsionswiderstand eines Prismas von qua- 
dratischem Querschnitt zu finden« mögen, der leichtern Integration wegep, statt 
des Abstandes q rechtwinklige Coordinaten o?, y eingeführt werden , welche pa- 
rallel mit den Seiten des Quadrats an dem freien gewundenen Ende sind und in 
dessen Mittelpunct ihren Anfang haben. Es wird dadn in der Gleichung 1) statt 
Q der gleichgeltende Werth Yipc^'h y^) und Öx By statt /u zu setzen sein. Vor- 
her wird es jedoch gut sein, die Wurzelgrösse in eine Reihe aufzulösen. Dann 
ergiebt sich für den Torsionswiderstand eines quadratischen Schaftes der 
Ausdruck 

Bezeichnet man die halbe Seite des Quadrats durchs, so sind die beiden Integra- 
tionen, die eine nach a:, die andre nach y, zwischen den Grenzen — s und-f-5 
auszuführen ; sie geben 

(7.) T'-.^(i-J + ü^-f.<f^ ). 

oder, wenn man bei dem ersten Gliede stehen bleibt, aniiähernd: 

(8.) T' = *^ 

und für einen in Graden ausgedrückten Torsionswinket: 

yP') J- — i35f • 

Um an vorstehende Formeln den Maassstab der Erfahrung legen zu kön- 
nen, ist 2uvörderst die Kenntniss des Elasticitäts - Moduls $ nöthig* Derselbe 
kann auf verschiedne Weise durch Versuche gefunden werden. 

Erstens durch Ausdehnung. Wird ein elastischer Körper (Draht oder 
Prisma), von dem Querschnitt q und der Länge /, durch die Kraft p, welche je- 
doch keine bleibende Gestaltveränderung hervorbringen darf, um ^l verlängert, 
so ist 

Zweitens durch Biegung* Wird ein elastischer Stab von rechteckigem 
Querschnitt und hinreichender Stärke, um nicht schon durch sein eignes Gewicht 
eine merkliche Biegung zu erleiden, in horizontaler Lage an seinen beiden End- 
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puncten unterstützt, aber mchi fest geklemmt, und in der Mitte ein Gewicht /> 
angehängt, welches eine nur sehr kleine Senkung a hervorbringt, so wird der 
Elasticitätsmodul durch die Formel 

gefunden, wo b die Breite, c die Dicke (in der Richtung der Schwere) und / die 
Länge des Stabes bedeutet 

Wird, drittens t ein solcher Stab an einem Ende eingeklemmt, während 
das ^ndre frei bleibt, in der Richtung der Dimension c in Querschwingun- 
gen versetzt, und ist ferner die Beschleunigung der Schwere, d. h. die in der 
ersten Secünde erlangte Endgeschwindigkeit eines freifallenden Körpers ^und das 
der Raum -Einheit des Stoffs, aus welchem der Stab besteht, zukommende Ge- 
wicht y, so findet zwischen der Anzahl n der in einer Secunde beobachteten 
Schwingungen und dem Elasticitätsmodul folgende Beziehung Statt: 

_ 3,51566>.c y$g^ • 

Wird die Anzahl n aus dem gehörten Klangton geschlossen , so ist zu 
beachten, dass in obiger Fprmel der tiefste Ton (ohne Knoten) vorausgesetzt 

wird; für die höheren Töne ist der Coefficient 3,51566 = (1,87501 )* 

nicht mehr gültig, sondern es entsprechen diesen höheren Tönen die Quadrate 
der übrigen Wurzeln , welche sich aus der Gleichung : 

2 

ergeben , wo e die Basis der natürlichen Logarithmen ist. 

Endlich, viertens, ist die Anzahl der in einer Secunde erfolgendenLängs- 
Schwingungen eines elastischen Stabes : 

woraus der Elasticitätsmodul ebenfalls leicht berechnet werden kann. 

Die analytische Begriindung vorstehender Formeln findet man unter An- 
dern in der Abhandlung „Ueber Schwingungen, mit besonderer An- 
wendung auf die Untersuchung der Elasticität fester Körper," 
welche der für die Wissenschaft und für Alle, die ihn näher kannten, viel zu früh 
verstorbene Seebeck (der Jüngere) dem Programm für die im Jahre 1846 an der 
technischen Bildungsanstalt und Baugewerkschule zu Dresden anzustelleadeo 
Prüfungen vorausgeschickt hat. Die neusten und umfassendsten experimentalen 
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Untersuchungen über diesen Gegenstand sind meines Wissens diejenigen, welche 
PVeriheim^ zum Theil in Verbindung mit Che^andier^ im Laufe des verflosse- 
nen Jahrzehents angestellt und in den ,, Annales de Chimie et de Phpiqüe** be- 
schrieben hat. Es existirt auch ein besonderer Abdruck dieser Abhandlungen 
unter dem Titel: „Memoires de Physique m^canique, par G. TVertheim\ Pa- 
ris 1848.'' 

JVertheim brachte, um die Schwingungen eines Stabes aus dem zu prü- 
fenden Stoffe zu zählen , an demselben ein kleines Häkchen an ; dieses zeichnete 
während der Schwingungen des Stabes eine Wellenlinie auf eine in Umdre- 
hung versetzte und mit Russ überzogene Glasscheibe. Da es sich jedoch zeigte, 
dass die Umdrehungsgeschwindigkeit der Glasscheibe nicht hinreichend genau 
regulirt werden konnte, Hess er eine Stimmgabel von bekannter Tonhöhe gleich- 
zeitig ihre Schwingungen auf derselben Scheibe abzeichnen. Indem er nun auf 
letzterer, von ihrer Umdrehungsaxe aus, nach der Peripherie Radien zog, und 
. wusste, dass A\% in demselben Radius liegenden Wellen beider Gurven nothwen- 
dig genau gleichzeitigen Schwingungen des Stabes und der Stimmgabel entspra- 
chen, war die Unsicherheit entfernt. Die genauere Beschreibung der bei diesen 
Versuchen angewendeten Apparate findet man a. a. O. (Ann. de Chimie etc. 
3e Serie, t. XII.) 

Der Durchschnitt der Resultate, welche tVertheim durch Anwendung 
verschiedener Methoden in Bezug auf den Elasticitätsmodul des Schmied - Eisens 
fand, beträgt nahezu 20000 Kilogramme auf den Quadrat-Millimeter. Um Dies 
auf Preussisches Maass und Gewicht (Quadratzolle und Pfunde) zu reduciren, ist 
mit 1462,56 zu multiplicireii ; was 

£ = 29251200 

eiebt. Hiermit stimmt die Angabe von TVeisbach ziemlich überein, welcher den 
Elasticitätsmodul des Stab-Eisens (a. a. O. I, 197) auf 29 Millionen Pfund an- 
giebt. Führt man letzteren W«rth in die auch von TVeisbach angenommenen 
Formeln (5 und 9) ein , welche den Torsionswinkel in Graden ausgedrückt ent- 
halteo, so ergiebt sich fflr den Torsionswiderstand einer cylindrischen Welle aus 
Schmied -Eisen: 

r= 397 526^. 

und für den eines quadratischen Schaftes aus demsjelben Stoffe 

r'=674 861^ 
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fVeisbach findet jedoch nothig, diese Formeln, da sie der Erfahrung nicht 
entsprechen, zu modificiren und setzt (a* a. O. Seite 239): 

(10.) r= 280 000^ und 

(11.) r = 470000^; 

was er dadurch zu rechtfertigen sucht, dass, wie er sagt, bei der Torsion die 
Fasern nicht bloss ausgedehnt, sondern auch zusammengedrückt werden. 
Dieser Umstand sei bei« der vorausgegangenen Entwicklung, die mit der obigen 
im Wesentlichen übereinstimmt, nicht berücksichtigt worden. 

Alle bisherigen Beobachtungen bestätigen, dass sich der Torsionswider- 
stand in der That wie die Pierte Potenz des Halbmessers, wie der Torsionsmnkel 
und umgekehrt me die Länge der Welle yerhält. In Bezug auf den constanten 
Fattor aber zeigen sich, namentlich bei Gerstner, noch bei weitem- grossere Unter- 
schiede zwischen der theoretischen Formel und der Erfahrung , als die obigen. 
Derselbe findet nämlich (Handb. d. Mech. I, 374 u. f.)» obgleicji ursprünglich 
ebenfalls von den obigen Betrachtungen ausgehend, den Torsionswiderstand für 
cylindrische Wellen gerade viermal so gross, als ihn die Formel (4) angiebt. 
Der Irrthum ist nicht schwer zu entdecken. Einmal glaubt Gerstner den Unter- 
schied zweier Grössen , welche sich wie seci; — 1 zu seci; — cos 17 verhalten , für 
einen sehr kleinen Winkel 37 vernachlässigen zu dürfen. Es ist aber: 
8(seci7— 1) sin» , 8(seci7 — cosr) sintj 

also nähert sich obiges Verhältniss für unendlich abnehmende Winkel nicht der 
Einheit, sondern dem Bruch | als Grenze. Sein Ergebniss verdoppelt Gerstner 
noch einmal aus einem nicht haltbaren Grunde, über den er sich selbst nur 
ziemlich unklar ausdrückt; „weil" sagt er „die Ausdehnung auch eine Zusam- 
„mqndrückung der innern Theile der Welle veranlasst und so, wie wir bei der 
„Biegung der Balken gesehen haben, auf ein gleiches Rückwirkungsmoment sich 

„stützt " Beiläufig ist noch zu bemerken, dass die Gerstnersche Formel in 

ihrer ursprünglichen Gestalt nur die dritte VoXenz des Halbmessers enthält; da 
jedoch der Verfasser den Torsionswinkel durch den Bogen misst, welchen ein 
Punct an der Oberfläche der Welle beschreibt, so entspricht dieser Bogen dem 
obigen rq>, enthält also den Halbmesser als Factor.. Nach der obigen Bezeich- 
nungsweise ist die von Gerstner für cylindrische Wellen aufgestellte Formel: 

Crell«*« Jonrnal f. d M. Bd XLin. Hefl 4. 46 
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Dieselben Abweichungen sind auch in die Berechnung des Torsionswiderstandes 
für quadratische Querschnitte übergegangen. Der von Gerstner für diesen 
Fall gefundene Ausdruck erhält durch die obige Bezeichnungen folgende Gestah : 

(13.) T = 5.1612 ^ = 5.1612 — ^ . 

Bei einer 1831 an dem technischen Institute zu Prag angestellten Reihe 
.von Versuchen wurde unter andern ein 18 Zoll langer geschmiedeter Eisenstab 
von quadratischem Querschnitt, dessen Seite n Zoll betrug, durch ein an eineAs 
Hebelsarm von 6^ Zoll wirkendes Gewicht von 2 österreichischen Pfunden um' 
1,15 Grad gedreht. Das beobachtete, auf einen Hebelsarm von 1 Zoll reducirte 
Torsionsmoment war also : 

7^=2,e| = 12iPfd. 

Reducirt man den' für Preussische Quadratzolle und Pfunde gültigen Modul 
von 29 000 000 auf österreichisches Maass und Gewicht, so ergiebt sich 
£ = 24 570 000 und hieraus das nach der Gerstner sehen Formel (13) berech- 
nete Torsionsmoment: 

7^= 79,214 Pfd. 

Selbst wenn man mit Rücksicht auf mögliche Verschiedenheiten der Beschaf- 
fenheit des Eisens € = 20 000 000 setzt, verhält man immer nach T* = 64,48, 
statt 12,25 Pfd. Gerstner scheint also gar nicht nachgerechnet zu haben« 

Aber auch die Formel (9) giebt noch einen zu grossen Werth ; nämlich 
für den ersten Elasticitätsmodul 7^=20,464 und für den zweiten T= 16,658 Pfd. 
österreichisches Maass. 

Eine bei weitem bessere Uebereinstimmung mit der Erfahrung giebt die 
von Poisson für den Torsionswiderstand cylindrischer Körper aufgestellte For- 
mel. Sie ist, unter Beibehaltung unserer Bezeichnungen: 

(**•) ^ - 5f 900f • 

Dabei ist zu bemerken, dass Poisson statt des Elasticitatsmoduls eine Grösse 
in die Rechnung eiqgeführt hat, welche f des Moduls beträgt. Setzt man zur 
Vergleichung mit der empirischen Formel (10) von TVeisbach und in Ueber- 
einstimmung mit den Beobachtungen von PVertheim, e = 29^251 000; so ver- 
wandelt sich die Formel (14) in: 

r=32Q770^. 

Für £ = 29V000 000 in runder Summe dagegen ergiebt sich nach derselben: 
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r= 318 020^, 

mithin immer noch etwas mehr, als man in der Wirklichkeit gefunden haben will. 
TVeisbach sagt freilich nicht, auf welche. Versuche oder Beobachtungen er seine 
Angaben stützt; doch setze ich voraus, dass sie den beim Maschinenwesen ge- 
machten Erfahrungen entlehnt sind und insofern Vertrauen verdienen. Jeden- 
falls steht fest« dass die Abweichungen zwischen den Formeln (5 und 10), so wie 
zwischen (9 und 11), zu gross sind, als dass sie aus Beobachtungsfehlern her- 
geleitet werden konnten. Die oben entwickelte Theorie selbst muss daher noch 
an einem Mangel leiden ; welcher auch nicht schwer nachzuweisen ist. 

TVir haben hemlich ziemlich wälkürUch angenommen^ dass der Cy- 
linder bei der Torsion genau seine ursprüngliche Gestalt beibehalte. Eine 
sehr kleine, ßir die gewöhnliche Beobachtung ganz unmerkliche Gestaüver- 
änderung muss aber schon einen beträchtlichen Einfluss auf die Grösse des 
Torsionswiderstandes haben. Namentlich liegt es auf der Hand, dass jede 
Verkürzung des Cyh'nders seinen Torsionswiderstand vermindern muss, indem 
dann eine geringere Ausdehnung der einzelnen Fasern Statt findet, als in der vor- 
hergehenden Entwicklung vorausgesetzt wurde/ Dazu kommt noch ein anderer, 
sogleich nachher zu erwähnender Umstand , welcher macht , dass nicht einmal 
die ganze j4usdehnung der Faser als bei dem Torsionswiderstand wirksam 
angesehen werden kann. 

Wir wollen hier nicht, wie Poisson in dem mehrgedachten Memoire, 
auf die Gleichungen zurückgehen, welche die gegenseitigen Wirkungen der Mo- 
leculen darstellen , noch überhaupt den Gegenstand in so allgemeiner Weise be- 
handeln, wie es von dem berühmten Geometer geschehen ist, sondern nur sofort 
von gewissen, durchgängig als richtig anerkannten physicalischen Gesetzen aus- 
gehen, aufweiche die mathematische Analyse zuerst sich beziehen muss, während 
Versuche nur die nachträgliche Bestätigung gegeben zu haben scheinen. 

Wenn ein elastischer Korper durch zwei an entgegengesetzten Enden 
angreifende und in entgegengesetzten Richtungen wirkende Kräfte in der einen 
Dimension ausgedehnt wird, so vermindert sich der auf diese Dimension senk- 
rechte Querschnitt nicht ganz in demselben Verhältniss wie erstere. zunimmt, so 
dass im Ganzen das Volumen des Körpers sich vergrössert. Es sei 8 die relative 
Vergrösserung der einen Dimension, und dieses 6 ein so kleiner Bruch, dass schon 
.die zweite Potenz weggelassen werden kann: so findet bei einem homogenen 
elastischen Körper gleichzeitig eine relative Verminderung der beiden andern 

46* 
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Dimensiooen Statt, welche -^.6 betragt« Hierbei ist, dem Vorausgeschickten zu- 
folge« jedenfalls m'>2; denn wäre m = 2, so würde, in dem sich die Ursprung* 
liehe LSnge / in (1 +(f) / verwandelt, der eine der beiden darauf senkrechten 
Durchmesser di in (1 — 1 6)di übergehen ; eben so der zweite d%in (1 — i^)d^ 
mithin der Querschnitt y in (l-"j3)'y, oder näherungsweise in (1 — S)q; das Vo- 
lumen k aber wflrde gar keine Veränderung von der Ordnung des Bruches 6 er- 
leiden. Ist dagegen m > 2, so hat man auch : 

wodurch, in Uebereinstimmung mit der Beobachtung, eine Vergrösstrung des 
Volumens angedeutet wird. Das Umgekehrte findet bei Aev. Zusammendrückung 
elastischer Korper durch äussere Kräfte Statt. Hier ändert 9. sein Vorzeichen 
und es ist daher 

d. h. es findet eine Verminderung des ursprünglichen Volumens Statt Poisson 
setzt m = 4; woraus sich für das veränderte Volumen (l=t|d)Ar ergiebt. Die 
Richtigkeit dieses Zahlenwerths ist neuerlich von TVertheim bezweifelt worden. 
Derselbe glaubt in Folge seiner Versuche, mit grosserer WahriM:heinlichkeit 
m = 3 setzen zu müssen, und gelangt, indem er diese Zahlen mit den allgemei- 
nen Bedingungen für das Gleichgewicht der Moleculailräfte in Verbindung 
bringt, zu dem hier nur beiläufig zu erwähnenden Resultat, dass sich die gegen- 
seitigen Wirkungen der Moleculen umgekehrt, wie die inerzehnie Potenz ihrer 
Abstände verhalten. (Man sehe: Memoire sur IVquilibre des corps solides ho- 
mc^^nes, pr^ent^ k FAcad^mie des Sciences le lOFevrier 1848 paril/. G. TVert- 
heim; Ann. de Chimie etc. Z^^ serie t. XXIII.) 

Wir wollen jetzt das Vorstehende auf den Torsionswider- 
stand eines Cy linders von der Länge/ und dem Halbmesser r anwenden, 
den wir auch hier wieder als aus einzelnen , ursprünglich mit der Axe (larallelen, 
elastischen Fasern zusammengesetzt ansehen. Nach der Torsion um einen Win- 
kel, dessen auf den Radius 1 reducirte Bogenlänge 9 seip mag, gehe die Länge/ 
in / + ^/über, und der Abstand 9 einer beliebigen Faser von der Aie in q+J(f, 
Durch die in die Längenrichtung der gewundenen Faser fallende Componente 
der wirkenden Kraft wird die Faser eine Ausdehnung erfahren, deren Verhält- 
niss zur ursprünglichen Länge wir mit u bezeichnen wollen. Ferner werden 
sämmtliche Fasern von gleichem Abstand q einen Seitendruck auf einander aus^ 
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üb^n, ohne welchen^ wie wir oben gesehen haben, überhaupt kein Gleichgewicht 
Statt finden konnte. Die Richtung dieses Drucks auf eine einzelne Faser bildet 
eine Tangente an den innern Cylinder, von dem Halbmesser <;, oder genauery 
Q + J(f. Die dadurch hervorgebrachte relative Verkürzung der entsprechenden 
Dimension sei p. Nimmt man den Querschnitt der Faser von der Gestalt ab cd 
(Fig. 3) an, so, dass derselbe von zwei concentrischen Kreisbogen ab, cd^ und 
den Geraden ad, bc, welche verlängert in der Axe des Cylinders sich tchueiden, 
eingeschlossen ist, so sind die Drucke op, oq, welche die Faser von beiden Seiten 
erleidet, nicht genau entgegengesetzt, sondern schliessen einen sehr kleinen Win- 
kel Oü ein. Sie haben daher eine Resultirende or, welche die der Axe naher lie- 
genden Fasern in djer Richtung des Radius auszudehnen strebt. Die entspre- 
chende Vergrosserung des Durchmessers einer einzelnen Faser, ebenfalls wieder 
als Bruchtheil der ursprünglichen Dimension ausgedrückt, sei w. 

Dem Vorausgeschickten zufolge bringt nun jede der drei so eben betrach- 
teten Kräfte nicht nur eine Veränderung derjenigen Dimension der Faser hervor, 
welche mit der Richtung der Kraft übereinstimmt, sondern auch eine Verände* 
rang in den zwei darauf senkrechten Dimensionen. Die letzteren beiden Varia- 
tionen haben aber immer das entgegengesetzte Vorzeichen und betragen nur ^ 

der ersteren. Die ursprpngliche Länge einer Faser ist der der Axe gleich, also /; 
nach der Torsion geht sie in 

über. In dem Dreieck ABD (Fig. 2) sei AB die Länge l^ jl des gewundenen 
Cylinders und AD die Länge der gewundenen Faser, so ist 

if|>=(Q + jQ)9, 

Setzt man noch der Kürze wegen den Winkel BAD=:7i, so ergiebt sich 

(l + I/+-P — ^cp)/=: (/-h j/)sec^, 
oder, wenn man von sec 17 den Werth 

einführt und einige leichte Reductionen macht, bei welchen die höhern Poten- 
zen und Producte der sehr kleinen Grossen -i»- > -r- , — •, wie iu der Folge 
überall, weggelassen werden, als erste Bedingungsgleichung: 
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/MS 11 eV Ji 

(I.) " + m''-««' = W- + T- 

Fasset man ferner sogleich sämmtllche Fasern von demselben Abstände q 
zusammen, so ist die Summe ihrer Durchmesser nach der Richtung der Tangente, 
im natürlichen Zi/stande, 2'3t(f. Durch Betrachtungen, welche den in J3ezug auf 
die Längeitdimension der Faser angestellten analog sincl, findet sich, dass diese 
Summe d«r Durchmesser für den gewundenen Zustand in 

(l_l„_p^l«,)2«(? 

übergeht. Stellt man sich die von diesen Fasern gebildete Cylinderfläche in einer 
Ebene ausgebreitet vor, so wird sie ein Parallelogramm AD IL (Fig. 2) sein, 

dessen Grundlinie 

D/ = 27r(9 + J9) 
und in welchem der. Winkel 

DIL^\7c-n 

ist. Hieraus ergiebt sich ein zweiter Ausdruck für die Summe X)}^ jener Durch- 
messer im gewundenen Zustande, und wenn man denselben dem vorhin gefunde- 
nen gleich setzt, die weitere Beziehung 

27rQ(l— -li — p— -cv^ = 27r(Q -h Jq)cosri 
zur Bestimmung der unbekannten Grössen u, (^, cp, Jl, Jq. In Erwägung, dass 

cos^ = l- 2(/^J0* ■*- 

ist, lässt sich die vorige Gleichung auch in folgende verwandeln : 
(II.) .^ + ,+ --^ = iL^«^. 

Bezeichnet man Drittens, den Durchmesser der Faser in der Richtung des Halb- 
messers, und zwar zuvörderst im natürlichen Zustande, durch das Differential 89 
des Abstandes von der Axe, so wird derselbe nach der Torsion in 6(q+Jq) 
übergehen. Dies giebt: 

(1 — - li-^-i^ -I-cv)9q = 0(9 + ^9) 
oder 

(IIL) -n^+ü' + ^ = 'B^^ . 

Der Seitendruck, in Folge dessen sich der Durchmesser der Faser (in der 
Richtung der Tangente) um v vermindert, beträgt auf die Längen -Einheit der 
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Faser ^c^Sq; mithin ist die Resultirende or (Fig. 3) gleich 2€Qb(fsini(M>, oder, 
wenn man sich unter gü einen unendlich kleinen Winkel (den Contingenzwinkel 
der die Richtung der gewundenen Fasern rechtwinklig durchschneidenden Schrau- 
benlinie) vorstellt« gleich £(?dQU)« Der Durchmesser einer Faser, in dem Abstände 
^' von der Aze, und zwar ihr Durchmesser nach der Richtung des Radius, wird 
nun durch alle jene Resultirenden {pr') ausgedehnt , welche den in demselben 
Radius, aber entfernter von der Axe liegenden Fasern entsprechen. Die Summ^ 
derselben wird durch ein zwischen den Grenzen q* und r genommenes Integral 
ausgedrückt, und muss gleich sein dem Product aus der relativen Ausdehnung 
des Durchmessers, dem auf die Richtung der ausdehnenden Kräfte senkrechten 
Querschnitt und aus dem Elasticitätsmodul e. Sie ist also 



/oo = jei^ 



oder, wenn man die auf beiden Seiten gleichen constanten Factoren, so wie den 
Index von q, der jetzt nicht weiter nothig ist, weglässt: 

wq = C— Ipdq*^ 

wobei C eine von dem Abstände q unabhängige Constaiite bezeichnet. DifTeren- 
iirt man endlich diese Gleicliung, so findet sich: 

(IV.) wbq-hqQa^ = — i^dq. 

Die vier Gleichungen, welche aus dem obigen Gesetz für die Gestaltver- 
änderungen einer homogenen elastischen Faser und aus der Bedingung abgeleitet 
wurden, dass der Cylinder auch ipi gewundenen Zustande ein Continuum bilden 
soll, der besseren Uebersicht wegen noch einmal zusammengestellt, sind folgende: 

(I.) ^^.-^_^^=,__. + _, 

1 1 p>* Jiß 



m^- 2P 



(IL) -M4-P + 

(III.) _L^ + Lp + a. = %^, 

Aus (I, II u. III) ergicbt sich: 

Si "^-T ^^ — (m-1)— + (m-2)-2^ 
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Geht man 9 wie bisher) von der Voraussetzung aus, dass die Endfläche des 
Cylinders auch nach der Torsion eine Ehene bleibt, so ist ^/ von^ 
unabhängig, also 

Führt man diese Ausdrücke in die vorher mit j- mulliplicirte Glei- 

xhung (IV) ein, so erhält man: 

8Mq 8Jg Jq m-2 p'y* _ ^ 

? 8e* "*■ 8e ■" e "^w-T 2P — "• 
Ein Punct, welcher sich ursprünglich in der Axe des Cjlinders befand, 
wird auch nach der Torsion in derselben bleiben ; denn während des Uebergan- 
ges in den letztern Zustand sind die auf einen solchen Punct wirkenden Kräfte 
stets ganz symmetrisch um denselben vertheilt, so dass kein Grund ist, warum 
der Punct aus der Axe heraustreten sollte; * mit andern Worten: Jq und q 
müssen gleichzeitig verschwinden. Setzt man demnach 

so wird: 

^ = ö 4- Ä^+ C9*+ ^9» + ..... 

— ^ = ö +2Ä9-|-3c(?*+ 4^9* + 

9^= 2Ä9 + 6c(?» + 12d9»+ 

Dadurch verwandelt sich die obige Differentialgleichung in^ 

und es ergiebt sich 

111-2 (p" 

^ = -i^^n "1675- 

6, d und alle Coefficienten der höhern Potenzen von q in dem Ausdruck von Jq 
aber sind Null. 

Um den Werth der eliminirten, also unbestimmt gebliebenen Con- 
staute a zu finden, dient die Betrachtung, dass die Ausdehnung w an der Ober^ 
fläche des Cylinders verschwinden muss. Es ist aber, mit Berücksichtigung der 
bis jetzt gefundenen Ausdrücke: 

(m-2)(m -f-l) (3m-2) fm-2) g^tp^ AI 
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Setzt man nun gleichzeitig q^= r und 0^ = 0, so findet sich: 

(3m-3)(wi-2) Hy' _\l M 
^— «(»-l) \%P ml 

wi(3m-2) (r'-(>»)y» 

^— («i-.l)(«i-4.1)' 16P 

wi(3m-2) (3e»-Oy » 
«^ — (m-l)(»-Hl)' 16/» 
Führt man die letzteren beiden Werthe in die Gleichung (1) ein, so erhält man ^ 

(3m-2)r^-f-(4ffi»-6«i)(;» 2! ^' 
"— 8(»-l)(iii^-l) >■*"/• 

Unter der Voraussetzung nun, dass die Richtungen der wirkenden Kräfte 
in einer auf die Axe des Cylinders senkrechten Ebene liegen, ist keine äussere 
Kraft vorhanden. Welche die in der Axe selbst liegende Faser ausdehnen konnte; 
es müssen also u und q gleichzeitig Null sein« Hieraus ergiebt sich 

41 - 3in-2 rV 

wobei das negative Vorzeichen andeutet, dass der Cylinder bei der Torsion eine 
Verkürzung erleidet. Schliesslich erhalten wir auf diese Weise fflr die bei dem 
Torsionswiderstande wirksame Längen-Ausdehnung einer beliebigen Faser in dem 
Abstände q von der Axe: 

2»!^ — 3 n Q^ 9* 
"— 4(«i»-iy"^'- 

Nun ist, wie sich schon früher ergab, fflr den Torsionswiderstand eines Ringes^ 
dessen innerer und äusserer Halbmesser q und q + d^ sind : 

8 jT tf 

also, wenn man statt 1/ vorstehenden Ausdruck und statt sinj; den genäherten 
Werth—^ setzt: 



=/• 



2«' -3» <p ,- 



Führt man endlich die angedeutete Integration aus, so erhält man für den ge- 
suchten Torsions widerstand eine^ Cylinders von dem Halbmesser r 
und der Länge /: 

(15.) I ^ite. 8^«^ 8 -p 

d. h. für m = 4 : 
Crelle'8 Joarnal f. d. M. Bd. Xim. Heft 4. 47 
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/lfi^ ^ nee*<p n*tr*a 

(le.) / — -gj- - TosöT 

Fflr die benutzten Hölfsgrussen ergiebt sich unter derselben Voraussetzung 

Die vorstehende Betrachtungsweise passt allerdings nicht ganz auf qua^ 
dratische Schäfte , jedenfalls aber scheint es eine für practische Zwecke ganz 
genugende Annäherung gewähren zu müssen, wenn man annimmt» dass Fasern 
von demselben Querschnitt und in gleichem Abstände von derAxe denselben Tor- 
sionswiderstand leisten , der Querschnitt des gewundenen Körpers mag ein Kreis, 
oder ein Quadrat sein. Unter dieser Voraussetzung würden sich nur die Gren- 
zen der Integration ändern. Zur leichtern Ausführung dieser Integration ver- 
wandele man wieder, wie früher in dem ähnlichen Falle, die Polarcoordinaten 
in rechtwinklige. Der Torsionswiderstand einer einzelnen Faser von dem Quer- 
schnitt /x kann durch 

QU 

ausgedrückt werden; es ist aber für einen quadratischen Querschnitt: 

^ = 8a78y 

^= 4m«>4 C^'+/^7- 
sini? = V(^' + y»)-f, 

mithin ist der gesammte Torsion swid erstand eines quadratischere Schaftes: 

WO die eine Integration zwischen den Grenzen a; = — s bis 07 = +^ und die 
zweite zwischen den Grenzen j^ = — s bis jr = -f-^- auszuführen ist, wenn 
man nämlich, wie oben, die halbe Seite des Quadrates durch 5 bezeichnet. Dies 
giebt : 
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und für m = i: 

Setzt mao dagegen mit IVeriheim m = 3, so ergiebt sich für einen 
hreisjormigen Querschnitt: 

liif,; -* — 64 / 1280./ 

und für einen quctdraiischen Querschnitt: 






Setzt man in den Formeln (5, 14, 16 und 19) den Elasticitätsmodul 
a = 29^251 000, so erhält man folgende Resultate und Differenzen gegen die 
empinsche Formel (10): 

Nomeritcher Factor def Braehi 
Formel ^^ Difforent dietoi Factorf gegeo den in (10) 

(5.) 400 966 + 120 966 

(14.) 320 773 + 40 773 

(16.) 267 311 - 12 689 

(19.) 225 543 — 54 457 

Hieraus zeigt sich, dass die Formel (16), d.h. der von mir gefundene Aus- 
druck, wenn man in demselben fn = 4 setzt, mit der Erfahrung am besten über- 
einstimmt. Die noch Statt findende Differenz kann sehr wohl aus Beobachtungs* 
fehlem hergeleitet werden; aber wenn nicht, kann, wenigstens in practischer 
Hinsicht, der Umstand, dass der Fehler negativ ist, oder mit andern VTorten, 
dass die Formel den Torsionswiderstand etwas zu klein , nipht zu gross angiebt, 
der Formel nur zur Empfehlung gereichen. Die Formel (14) rührt \on Poisson 
her; die unzweifelhaft unrichtige Gersinersche Formel ist nicht mit aufgeführt 
worden. 

Eben so kommt, wie aus der folgenden Zusammenstellung zu ersehen, 
unter den Formeln für quadratische Querschnitte die Formel (18), welcher die 
Voraussetzung m=4 zum Grunde liegt, der empirischen Formel (11) am nächsten. 
Nomorisehor Factor des Bracba 
Formel f-^ Dllfereiic dieses Factors gegen den in (II) 

(9.) 680 702 +210 702 

(18.) 453 801 — 16199 

(20) 382895 - 87105 

47* 
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Die experimcntale Prüfung dieser Formeln anlangend, hsti Gersl'^ 
ner bei seinen Versuchen über die Torsion das eine Ende des Cylinders oder 
Prisma^s auf einer Drehbank fest eingespannt, während an dem entgegengesetzten 
Ende, ausser dem wirkenden Gewicht, ein Zeiger angebracht war, welcher den 
dem Torsionswinkel zugehörigen Bogen bedeutend vergrossert zeigte. (Man 
vergl. dessen Handb. d. Mech. I, 377 u. f., so wie Tab. XVI, Fig. 12 u. 13 der 
dazu gehörigen Kupfertafeln.) Dieselbe Voraussetzung ist in der vorstehenden 
Entwicklung gemacht; in der Praxis pflegt aber keines der beiden Enden fest zu 
sein, sondern es wirken, nachdem eine constante Umdrehungsgeschwindigkeit 
eingetreten ist, an den Wellen und Schäften der Räder in der Regel zwei gleich 
grosse Kräfte, welche erstere in entgegengesetzten Richtungen zu drehen streben. 
Es lässt sich jedoch leicht zeigen , dass in diesem Falle immer noch die früher 
gefundenen Beziehungen zwischen jeder einzelnen der beiden wirkenden Kräfte, 
zwischen den Dimensionen der Welle oder des Schaftes und dem Winkel Statt 
finden 9 welchen zwei ursprünglich parallele Radien an den entgegengesetzten 
Enden nach der Windung einschliessen ; vorausgesetzt, dass die Angriffspuncte 
der wirkenden Kräfte in diesen Endflächen liegen. Denn wenn man sich den 
die Axe halbirenden ^ auf letztere senkrechten Querschnitt /est vorstellt , so hat 
man zwei Wellen von der halben Länge, deren Torsion aber auch nur halb so 
gross ist, so dass das Verhältniss (p: l unverändert bleibt. Die in der Praxis ge- 
wohnliche Anordnung ist gewiss auch für den Zweck eines Versuches vorzuzie- 
hen, indem die vollkommene Befestigung des einen Endes schwierig, wenn nicht 
unausführbar ist. 

Eine Messung der GestalUeränJerungen, welche der gewundene Korper 
erleidet, konnte zur Bestätigung oder Widerlegung unserer Theorie dienen, 
dürfte aber ebenfalls grosse Schwierigkeiten haben, und nur mit Hülfe der fein- 
sten Instrumente bei einem Stoffe gelingen, für welchen die Grenze der Elastici- 
tat einen hinreichenden Spielraum hat, weil die Gestaltveränderungen von einer 
höhern Ordnung der Klefhheit sind, als der Torsionswinkel. 

Zur Prüfung des Torsions(viderstandes dünner Drähte ist ein anderes 
Verfahren nötbig, bei welchem dann die Befestigung des einen Endes nicht wohl 
vermieden werden kann. Es besteht darin, dass man an einem solchen Drahte 
einen schweren Korper hängt, und denselben in Schwingungen um die von der 
Verlängerung des Drahts gebildete lothrechte Axe versetzt. Aus der Anzahl 
der in einer gegebenen Zeit beobachteten Oscillationen lässt sich dann der con- 
stante Factor leicht berechnen, welcher, mit dem Torsionswinkel nraltiplicirt, den 
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• 
Torsionswiderstand giebt. Die Begründung der Formel , nach welcher diese 
Rechnung ausgeführt wird, mag noch, obgleich hinreicheVid bekannt, der Voll- 
ständigkeit wegen hier Platz finden. 

Es sei AB (Fig, 4) die von oben gesehene Gleichgewichtslage der Mittel- 
linie eines Stabes, welcher an dem zu prüfenden Drahte so aufgehängt ist, dass 
die Mittellinie horizontal ist. Bringt man den Stab in die derselben horizontalen 
Ebene angehorige Lage A^B\ indem man ihn um seinen Schwerpunct C dreht, 
und lässt ihn hier los, so wird er in die frühere Lage zurückkehren. Die Kraft, 
welche diese Bewegung hervorbringt, ist offenbar dieselbe, welche wir bisher 
unter dem Namen des Torsionswiderstandes betrachtet haben ; in dem gegenwär* 
tigen Falle ist aber der Torsionswinkel fortwährenden Veränderungen unterwor- 
fen. Die übrigen 9 während der Dauer des Versuchs constanten Grossen, sollen 
diesmal unter der Bezeichnung k zusammengefasst werden. Nennt man ferner a 
den dem Winkel A' C A für den Radius 1 entsprechenden Bogen, und w den 
Bogen, welchen ein Punct der Mittellinie, in der Entfernung 1 von C, bei der 
Rückkehr des Stabes in seine Gleichgewichtslage schon beschrieben hat, so ist 

der augenblickliche Torsionswinkel 

I g) = a — w 

und der entsprechende Torsionswiderstand 

Nun isty weon man noch die Beschleunigung der Schwere gleich g und das so- 
genannte Trägheitsmoment des Stabes gleich i setzt, nach einem bekannten Satze 
der Mechanik, der Zuwachs an Winkelgeschwindigkeit inxlem Zeittheilchen dt: 

Hieraus folgt ^qt--^ = — r^(a — (v)ö(P, und durch Integration : 

wobei die sonst hinzuzufügende Gonstante offenbar Null ist, weil für den Anfang 

dto 
der Oscillationsbewegung, oder für o^ = 0, auch die Winkelgeschwindigkeit .-gr 

verschwinden muss. Aus obiger Gleichung ergiebt sich für die Zeit, in welcher 
der Stab in die Lage ah gelangt: 



t 
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Es ist aber, abgesehen von der hinzukonimenden Coiistante: 



ß 



Um nun die Zeit t' zu finden, in welcher der Bogen a beschrieben wird, ist vor* 
stehendes Integral zwischen den Grenzen (v = bis cp = a zu nehmen. Diess 
giebt 

'■-'i'-yji- 

Eben 40 ist die Zeit; binnen welcher der Bogen 2a beschrieben wird. 



-l/J- / *" ^«P 1/-L 

~ '' iigjV(iccv)^v)*)~'^r kg 





Gleichzeitig ist für den Bogen o^ = 2a die Winkelgeschwindigkeit 

also /'' die Dauer einer ganzen Oscillation. Wenn man nun n-Oscillationen in 
der Zeit z beobachtet hat, so findet sich, mit Hilfe der Relation 

sofort der gesuchte Factor k, oder 

Hierbei ist noch keine Rücksicht auf zwei Umstände genommen, welche * 
zwar den Isochronismus der Schwingungen nicht stören, aber*doch ihre Dauer 
ein wenig vergrössern ; weshalb vorstehende Formel einen etwas zu kleinen Werth 
für k giebt. Die beiden Umstände sind der TlTiderstand der Luft und die 
Luftschicht t welche dem schwingenden Korper anhängt, also dessen Trägheits- 
moment vergrössert. Nach den Erfahrungen, welche man bei den analogen 
magnetischen Beobachtungen gemacht hat, ist jener Widerstand der irr- 
sten Potenz der Geschwindigkeit proportional anzunehmen, dürfte aber hier, wo 
es sich nur darum handelt, zu entscheiden , ob der numerische, von den Dirnen- 
sipnen und dem Elasticiiätsmodul des Drahtes unabhängige Coefficient f, \ oder 
^ d.i. nahezu | beträgt, unbedenklich vernachlässigt werden können. (Man 
vergleiche: Dr. «7. Lamont, .Handbuch des Erdmagnetismus; Berlin 1849; 
Seite 56 u. 61. An der ersteren Stelle findet sich eine Bemerkung über die 
Grösse des durch die Weglassung entstehenden Fehlers.) Dasselbe gilt von der 
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durch den zweiten Umstand bedingten Correction. Hinsichtlich dieser nimmt 
man nach Larnont (a. a. d. Seite 62) bei kleinen Magneten gewöhnlich an, dass 
die Vermehrung des Trägheitsmoments so gross sei, als wenn eine Luftschicht 
von 4 Millimetern Dicke an dem Magnet festhinge. Die Rechnungen, welche 
bei dergleichen Schwingungsversuchen zur Ermittlung des Torsionswiderstandes 
von Drähten vorkommen, sind überhaupt dieselben» wie bei den entsprechenden 
magnetischen Beobachtungen; und bedarf es in unserem Falle nicht, wie dort, 
wo die wirkende Kraft eigentlich dem Sinus des Äblenkungsvrinkels proportio- 
nal ist, der Reduction auf unendlich kleine Bogen. 



Es wurde weiter oben von den Grenzen der i?oUkommenen Elasticität 
gesprochen. Man versteht darunter die grösste, den dehnenden Kräften proportio- 
nale Ausdehnung, welcher ein elastischer Körper fähig ist, ohne eine bleibende 
Gestaltveränderung zu erleiden. Bei näherer Betrachtung scheint es jedoch, als 
wenn eine scharfe Grenze dieser Art' gar nicht vorhanden wäre, sondern vielmehr 
Das, was wir dafür halten, lediglich durch die Schärfe der zu Gebote stehenden 
Beobachtungsmittel bedingt würde. TVertheim nimmt als Grenze der Elasticität 
eine bleibende Ausdehnung von 0,00005 der ursprünglichen Dimension an« Wie 
es sich auch mit dieser theoretischen Frage verhalten möge, so ist es doch jeden- 
falls unseren practischen Zwecken angemessen, für jeden Stoff eine grösste zuläss* 
liehe Ausdehnung anzunehn>en, welche auf dem Wege der Erfahrung, und zwar 
• durch längere Zeit fortgesetzte Beobachtungen im Grossen, nicht wohl durch 
einen einzelnen Versuch, ermittelt werden muss. • 

Man betrachte jetzt noch einmal die Veränderungen , welche die die 
Welle eines Rades bildenden, ursprünglich zur Axe der Welle parallelen Fasern 
durch dieTorsion in ihren Dimensionen erleiden; und zwar erstens m ihrer Länge, 
zweitens in dem zur Tangente, und drittens in dem zum Radius parallelen Durch- 
messer. Die obigen Bedingungsgleichungen (I, II u. III) drücken diese Gestalt- 
Veränderungen aus. Es ist jedoch zu erinnern, dass bei der Gleichung (II) eine 
Umkehrung der Vorzeichen Statt gefunden hat. Wir stellen daher die ursprüng- 
lichen Zeichen wieder her; ausserdem sollen für 

Jl Jq dJg 

ihre unter der Voraussetzung m= 4 gefundenen Werthe eingeführt werden. 
Dadurch bekommen jene Gleichungen folgende Gestalt: 
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(I.) »'+«*'-««' = V2-i2r7i- 

(II.) -.-i,-p__«, = (^^_-^;.:^ 
(III.) _L„ + lp + ^=,(^_0.^. 

Folgende Zusammenstellung zeigt die grössten positiven und negativen Werthe, 
^elcbe die Ausdrücke innerhalb der gegebenen Grenzen erreichen. 

Jtg erreicht far den (rOMten positiven Wertb and erreicht fflr den i^OMten nepitiven MTertt 

(1.) e = r -jä-?- e-0 -1^ 

(II.) p = 0. -g^ P-«- —12^ 

an.) e - ^ e - r 0. 

Die Gestaltveränderuiigen, welche die Fasern an der Oberfläche des Cy- 
linders erleiden, sind, wie sich zeigt, die beträchtlichsten; es genügt daher bei Be- 
urtheilung der Torsiönsfestigkeit^ auf sie allein Rücksicht zu nehmen. 

Bezeichnet man die grösste zulässliche Ausdehnung durch U, so ergiebt 
sich nach (I) , für o = r : 

^ — \2P' 

Hieraus findet sich für den grössten zulässlichen Torsionswinkel : 

und wenn man diesen Werth in die Formel 

^ — 61 
einführt, so erhält man, als Maass der Torsions festigkeit, den Torsionswi* 
derslaod 

(21.) F=:^,H.|/(^.t/). 

Diese Formel gilt von cylindrhchen TVellen. In einem (fuadratischen 
Schafi dagegen erleiden offenbar die in den i?a/i/^/) liegenden Fasern die grosste 
Ausdehnung. Nennt man die halbe Seite des Querschnittes wieder^, so ist das 
Quadrat des Abst^ndes dieser Fasern Ton der Axe 2^' ; also ist diesmal: 
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und mit Berücksichtigung der Formel T" = ■ g. die grosste Torsions- 
festigkeit 

(22.) F:=,^.l]/Qv). 

Die Torsionsfestigkeit ist mithin unabhängig von der Länge des gewundenen 
Körpers und proportional der dritten Potenz des Durchmessers. 

Nach TVeisbach (Lehrb. I, 197 und „Ingenieur" S. 415) beträgt die 

Ausdehnung des Schmied -Eisens an der Elasticitätsgrenze |g20 * ^^^^^ ^^^ ^^^' 

sen Werth für (7 und t = 29^251000, so ergiebt sich für die' Torsionsfestigkeit 
cylindrischer Wellen: 

/?'=608590r* 

und für quadratische Schäfte: 

1^ = 730 560 5» 

Verlangt man, wie auch ^ ei^zAi, fönf fache Sicherheit^ so ergiebt sich 
für das nicht zu überschreitende Moment der wirkenden Kraft für cyjindrische 
Wellen: 

il/=12I718r' 

und für quadratische Schäfte: 

M = 146 112^' 

Es ist kaum zu erinnern nöthig, dadss ein doppelter Grund vorhanden ist« 
weshalb man sich in der Praxis mit dem durch die Elasticitätsgrenze und durch 
das Moment der Triebkraft voigeschriebenen Durchmesser nicht begnügen darf. 
Eine beträchtliche Vergrosserung dieser Dimension ist nämlich einmal wegen der 
Möglichkeit einer von aussen nicht zu erkennenden Unregelmässigkeit der Struc- 
tur des Stoffs ^ und zweitens wegen der zufälligen Hindernisse nothig, die sich 
zuweilen der Bewegung entgegensetzen. Die Würdigung des ersten Umstan- 
des ist kein Gegenstand für den Caicul, wohl aber ist, wenigstens theoretisch, ein 
solcher hinsichtlich des zweiten Punctes möglich. Wenn nämlich durch ein zu- 
fälliges Hinderniss die Umdrehungsgeschwindigkeit^ der Welle in dem Diffe- 
rential 8/ der Zeit die Veränderung hd- erleidet, so hat man, mit Berücksichti- 

gung d^s Umstandes „ dass qJ eine negative Grosse ist, für eine zwischen der 

Triebkraft mit dem Momente M und demHinderniss befindlichen Querschnitt der 
Welle, für die nothige Torsionsfestigkeit: 
Crelles Joaraal f . d. M. Bd. XLUI. Heft 4. 48 
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WO g wieder die Beschleunigung der Schwere und 2i die Summe der Träg- 
heitsmomente bezeichnet, welche sämmtlichen, in Umdrehung befindlichen und auf 
der dem Hinderniss entgegengesetzten Seite des fraglichen Querschnittes liegen- 
den Maschinentheilen zukommen. 

Auf hölzerne Wellen sind die in dem Vorliegenden entwickelten For- 
meln für den Torsionswiderstand und die Torsionsfestigkeit nicht anwendbar, 
da sie homogene Korper voraussetzen und beim Holz (abgesehen von dessen sehr 
häufigen zufälligen Unregelmässigkeiten) die Elasticitätscoefficienten in verschie- 
denen Richtungen sehr bedeutend von einander abweichen. Chepundier und 
TVertheim geben in dem „Memoire sur les proprietes mecaniques du bois , pr^- 
sent^ ä TAcademie des Sciences, dans sa scance du 5. Octobre 1846, für das durch- 
schnittliche Yerhältniss dieser Coefficienten in der Richtung der Axe des Halb- 
messers und der Tangente an den Stamm 

1 : 0,165 : 0,091 

und für d4s der entsprechenden Festigkeiten 

1 : 0,163 : 0,159 

an. Der Torsionswiderstand eines Körpers mit verschiedenen Elasticitäten er- 
fordert offenbar eine noch allgemeinere Behandlung des Gegenstandes, als 
die obige. 

Eldena im Februar 1851. 
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15. 

lieber das Gesetz der Symmetrie der Krystalle 

mid die Anwendung dieses Gesetzes auf die 

Eintheilung der Krystalle in Systeme. 

(Von dem Herrn Prof. Dr. Mäbnu m Leipzig.) 
(Aas den Berichten Ober die VerbandloDgen der k. s. Gesellschaft der Vfias. za Leipzig von 1850.) 



jLi'wei Grundgesetze sind es, nach denen jede Krystallbildung geregelt 
ist: das Gesetz der rationalen^P^erhälimsse, und das Gesetz der Symmetrie. 

Das erstere besteht darin , dass, wenn Jt4, B, C, D die Ecken einer Py- 
ramide bezeichnen, deren Seitenflächen parallel mit vier Flächen eines Krystalls 
sind, und wenn die drei von einer der Ecken, etwa von D, ausgehenden Kanten 
DA, DB, DC, oder deren Verlängerungen, von einer mit einer fänften Fläche 
des Krystalls parallelen Ebene in A', B\ G geschnitten werden, die Exponenten 

der Verhältnisse 

DA.DA\ DB:DB\ DC:DC 

sich wie ganze Zahlen zu einander verhalten *). 

Werden daher mit drei Flächen eines Krystalls, welche nicht mit einerund 
derselben Geraden parallel sind, durch einen beliebigwo angenommenen PunctD 
drei Ebenen DBC, DCA^ DAB parallel gelegt, werden diese Ebenen zu coor- 
dinirten Ebenen, mithin ihre gegenseitigen Durchschnitte DA, DB, DC zu 
coordinirten Axen genommen, und werden die Theile DA, DB, DC dieser 
Axen, welche sich von ihrem gemeinschaftlichen Durchschnitte D bis zu ihren 
Durchschnitten A, B, C mit irgend einer vierten Ebene ABC erstrecken, die 
Parameter dieser vierten genannt: so kann man das Gesetz der rationalen Ver- 
hältnisse auch dadurch ausdrücken, dass die Verhältnisse zwischen den Ver^ 
häUnissen, in denen die Parameter irgend einer vierten Fläche des Krystalls 



*) Nach MUhr^ in dessen Tfeaüae an CryaUUograpbj, Cambridge 1899, artcl. 2. 

48* 
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zu den gleichnamigen Parametern irgend einer ßin/ien Fläche desselben 
stehen , stets rational sind. 

Die hiernach zwischen je fünf Flächen eines Krystalls Statt findende Be- 
ziehung ist schon in rein geometrischer Hinsicht sehr merkwürdig« Hat man 
vier Ebenen , von denen keine drei einer, und derselben Geraden parallel sind^ 
und werden die von einem der vier Durchschnittspuncte Z) je dreier der vier 
Ebenen ausgehenden drei Durchschnittslinien DA, DB^ DC von der vierten 
Ebene in A, B, C und von einer fünften in A\ B\ C geschnitten , so nenne 
man» wenn die zwei Verhältnisse zwischen den drei Verhältnissen DA : DA\ 
DB:DB\ DC:DC rational jiind, die fünfte Ebene ^'B'C aus den vier 
ersteren arithmetisch ableitbar. Werden ferner den vier ersten Ebenen 
mehrere andere nach und nach hinzugefügt , dergestalt, dass jede neue mit 
zweien der gegenseitigen Durchschnittslinien der bereits vorhandenen Ebenen 
parallel ist, so heisse jede dieser neuen Ebenen aus den vier ersteren geometrisch 
ableitbar. Es lässt sich alsdann zeigen, dass jede aus den vier ersteren arithme- 
tisch ableitbare Ebene aus ihnen auch geometrisch ableitbar ist, und umgekehrt, 
dass jede geometrisch ableitbare Ebene es auch arithmetisch ist. Es lässt sich • 
ferner darthun, dass, wenn bei einem Systeme von fünf oder mehreren Ebenen 
aus gewissen vier derselben die übrigen ableitbar sind, auch aus je vier andern 
Ebenen des Systems , von denen keine drei mit einer und derselben Geraden pa- 
rallel gehen, die jedesmal übrigen abgeleitet werden können. Insbesondere kann 
daher bei jedem Krystalle, aus je vier Flächen desselben, von denen keine drei mit 
derselben Geraden parallel sind, eine mit irgend einer fünften Fläche des Kry- 
stalls parallele Ebene ohne Anwendung von Zirkel und Maasstab schon dadurch 
gefunden werden, dass man eine Anzahl neuer Ebenen,* jede parallel mit zwei 
Durchschnittslinien der jedesmal schon vorhandenen, hinzusetzt, indem man diese 
Operation immer so anzuordnen im Stande ist, dass man zuletzt eine Ebene, 
parallel mit jener fünften Fläche, erhält. 

Die Richtigkeit der vorstehenden Sätze ergiebt sich leicht aus den in 
meinem „ barycentrischen Galcul" über „geometrische Netze** angestellten Unter- 
suchungen: Untersuchungen, die ich damals für rein geometrische Specula- 
tionen hielt, ohne im Entferntesten den engen Zusammenhang zu ahnen, in 
welchem sie mit einer Haupt- Eigenschaft aller Krystalle stehen. Suerst hat 
Grassmann hierauf aufmerksam gemacht, in seiner „Weissen schaft der extensiven 
Grösse u. s. w. " ( Leipzig , 1844. ) Seite 262 f. 

Nicht eben so bestimmt, wie das Gesetz d^r rationalen Verhältnisse, fiu- 
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det sich das andere Grundgesetz aller Krystalibildung, das Gesetz der Symmetrie^ 
in den Lehrbüchern der Krystallographie ausgesprochen. Indessen lässt sich 
auch dieses zweite Princip in einem auf alle Krystalle sich gleichmässig erstrei- 
kenden Ausdrucke zusammenfassen. Um dieses thun zu können, muss ich jedoch 
Einiges über symmetrische Figuren überhaupt vorausschicken. 

Eine Figur soll symmetrisch (in weiterem Sinne) heissen, wenn sie einer 
ihr gleichen und ähnlichen Figur auf mehr als eine Art gleich und ähnlich ge- 
setzt werden kann. 

Ebene Figuren , als welche allein wir zunächst in Betracht ziehen wollen, 
können mit andern ihnen gleichen und ähnlichen Figuren immer zur Deckung 
gebracht werden, und es wird daher*eine ebene Figur symmetrisch zu nengen 
sein, wenn sie mit einer ihr gleichen und ähnlichen Figur auf mehr als eine 
Weise zur Deckung gebracht werden kann. Ist z. B. j4B =z ab ^ BC=i bc ^ 
CA = ca , und sind daher ABC und abc zwei einander gleiche und ähnliche 
Dreiecke, so decken sie einander, wenn das eine, und folglich auch das andere, 
ungleichseitig ist, nur auf eiqe Weise, wobei A mit a, B mit b, C mit c zusam- 
menfällt; ein ungleichseitiges Dreieck ist mithin eine unsymmetrische Figur. 
Ist dagegen AB =^ AC und daher AB C, folglich auch abc^ ein gleichschenk- 
liges Dreieck, so kann abc sowohl 9uf ABC, als au( ACB deckend gelegt 
werden. Sind aber die Dreiecke gleichseitig, so giebt es sechs Deckungen« näm- 
lich die vonaÄcmit^BC, BCA, CAB unA mit C BA, ACB, BAC. 

Wenn eine Figur einer andern auf n (> 1) verschiedene Arten gleich 
und ähnlich gesetzt werden kann, so wollen wir sie nach der Zahl n symmetrisch 
nennen. Ein gleichschenkliges Dreieck ist daher nach der Zahl 2, ein gleichsei- 
tiges nach 6 symmetrisch , und es besitzt folglich das letztere einen dreimal hö- 
heren Grad von Symmetrie, als das erstere. Eben wie ein Dreieck, oder ein 
System von drei Puncten, hat auch jedes System von noch mehreren Puncten 
den höchsten ihm möglichen Grad von Symmetrie, wenn die Puncte die Ecken 
eines regulären Vielecks sind, und die Zahl, durch welche dieser Grad ausge- 
drückt wird, ist, wie beim Dreieck, der doppelten Zahl der Puncte gleich. ' Sind 
z. B. Aj B, C, D und a, b, c, d die auf einander folgenden E^cken zweier gleich 
grossen Quadrate, so kann ab cd auf 

ABCD, BCDA, CDAB, DABC, 
DCBA, ADCb/ BADC, CBAD , 
deckend gelegt werden. 

Wird in der Ebene des regulärenVierecks ABCD(¥}g. l,Taf. 3) ein fünfter 
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Puncto hinzugefugt, so wird damit die Symmetrie im Allgemeinen aufgehoben. 
Denn die I'igur^JSCDjE kann von einer ihr gleichen und ähnlichen a^ccü^ im All- 
gemeinen nur auf eine Weise gedeckt werden. Die durch den Zusatz von E 
verloren gegangene Symmetrie wird man aber dadurch wieder herstellen können, 

dass man in der Ebene von j4 £noch sieben neue Puncte F, G^ H^ /, K, 

L, M hinzusetzt; diejenigen nämlich, auf welche der Punct e der Figur abcde 
fällt, wenn man das Quadrat AB CD auf die noch übrigen sieben Arten vom 
Quadrate ab cd gedeckt vi'^erden lässt« Denn setzt man auch zur Figur a.....e 

sieben neue Puncte yj g, m hinzu, so dass die Figur a, £, m der Figur 

A\ J3, M gleich und ähnlich wird, so werden, so oft sich auf eine der acht 

verschiedenen Arten die beiden Quadrate Aß CD und abcd decken, auch 

die acht Puncte e, m mit den aeht Puncten JE, M, nur immer in anderer 

Ordnung, zusammenfallen. Es wird daher, so wie das Quadrat ABCD, auch 
die hinzugefügte Figur J?, Af, und desgleichen auch die aus beiden zusam- 
mengesetzte A Mf jede nach der Zahl 8, symmetrisch sein. 

Wir wollen hierbei das reguläre Viereck , von welchem wir ausgegangen 
waren, die Grundfigur und die aus der willkübrlichen Annahme eines Punctes E 
in der Ebene desselben entstandene Figur von acht Puncten eine «der Grundfigur 
zugeordnete Figur nennen. Man sieht leicht, dass auf gleiche Weise zu jeder an- 
dern symmetrischen Figur eine zugeordnete Figur construirt werden kann, dass der 
Ort eines ihrer Puncte willkührlich ist, und dass dje Zahl ihrer Puncte der Zahl gleich 
kommt, nach welcher die Grundfigur symmetriich ist. Ist daher, wie wir im Folgen- 
den annehmen wollen, die Grundfigur ein reguläres /lEck, so besteht die zugeordnete 
Figur aus 2 nPuncten; sie ist nämlich, wie man schon aus der obigen Figur erse- 
hen kann, aus zwei einander gleichen regulären nEcken zusammengesetzt, welche 
mit dem nEck der Grundfigur einerlei Mittelpunct haben, und deren Seiten vom 
Parallelismus mit den Seiten der Grundfigur um gleiche Winkel, aber entgegen- 
gesetzt, abweichen. 

Ist die Grundfigur ein System von nur zwei Puncten oder ein Zweieck» 
als wobei der Unterschied zwischen regulär und irregulär wegfällt, so hat die zu- 
geordnete Figur vier Puncte, die sich als die vier Ecken eines Rechtecks defini- 
ren lassen, dessen Mittelpunct der iSlittelpunct der Grundfigur ist, und von wel- 
chem zwei gegenüberliegende Seiten V9n der die zwei Puncte der Grundfigur 
verbindenden Geraden rechtwinklig halbirt werden. 

Besteht aber die Grundfigur aus nur einem Puncte, so hat man, analog 
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dem Vorhergehen Jen 9 die zugeordnete Figur von zweien gebildet anzunehmen, 
zwischen denen der Punct der Grundfigur in der Mitte Hegt. 

Erinnert werde nur noch , dass bei gewissen Annahmen des ersten will- 
kürlich zu bestimmenden Puncts der irgend einer Grundfigur zugeordneten Fi- 
gur^ diePuncte der letzteren paarweise zusammenfallen, und sich somit ihre Zahl 
auf die Hälfte der vorhin gedachten reducirt; dass aber auch alle diese Puncte 
in einem einzigen, nämlich im Mittelpuncte der Grundfigur, zusammenfallen 
können. 

Das jetzt über symmetrische in einer Ebene enthaltene Systeme von Punc- 
ten Bemerkte gilt nach dem Gesetze der Dualität vollkommen auch in Bezug auf 
Systeme nicht in einer Ebene liegender und sich in einem Puncte O schneiden- 
der gerader Linien. So wie nämlich die Ecken einer vollkommen symmetrischen 
Figur in einer Ebene, oder eines ebenen regulären Vielecks, definirt werden kön- 
nen als ein in einer Ebene enthaltene^ System von Puncten, welche von einem 
gewissen andern Puncte der Ebene (dem Mittelpuncte der Figur) in glei- 
chen Entfernungen sind, und von denen, in einer gewissen Folge genommen^ 
ein jeder von dem nächstfolgenden und der letzte vom ersten gleichweit absteht: 
so ist ein System gerader, durch einen Punct O gehender Linien vollkommen 
symmetrisch zu nennen, wenn dieselben mit einer noch andern durch O gehen- 
den Linie (der Mittellinie des Systems) gleiche Winkel bilden, und wenn sie 
in einer solchen Folge genommen werden können, dass die Winkel, welche 
jede mit der nächstfolgenden und die letzte mit der ersten macht, einander gleich 
sind. So wie ferner ein reguläres nEck mit einem andern ihm gleichen auf 2/i 
Arten zur Deckung gebracht werden kann, und dabei ein in der Ebene des einen 
willkührlich hinzugefügter Punct in der Ebene des andern eine diesem andern 
als Grundfigur zugeordnete, nach2/i symmetrische Figur von 2n Puncten erzeugt: 
so lässt sich auch ein vollkommen symmetrisches System von n sich in einem 
Puncte O schneidenden Linien im Räume, mit einem andern ihm gleichen Sy- 
steme auf 2/2 Arten zur Deckung bringen und erzeugt dabei mit einer ihm will- 
kürlich hinzugefügten, durch O gehenden Linie eine zugeordnete, nach 2n sym- 
metrische Figur von 2/i Linien, welche durch den gemeinschaftlichen Durch- 
schnitt der /i Linien des andern Systems gehen. 

Um sich dieses zu näherer Anschauung zu bringen, errichte man auf der 
Ebene eines regulären Vielecks, etwa eines gleichseitigen Dreiecks y^JSC (Fig. 2), im 
Mittelpuncte M desselben ein Perpendikel, und es werden die einen beliebigen 
Punct O dieses Perpendikels mit'^, J5, C verbindenden und auf beiden Seiten 
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unbestimmt verlängert anzunehmenden drei Linien eine nach der Zahl 6 symme- 
trische Figur im* Räume bilden» von welcher OM die Mittellinie ist. Werden 
nämlich die den Puncten A^ B, C, M, O entsprechenden Puncte einer andern, 
der ersten gleichen Figur mit a, b, c, m, o bezeichnet, so werden bei drei Dek- 
kungen der beiden Figuren, orn mit OM und a, h^ c, der Reihe nach mit A^ B^ 
C, mit B, C, A, mit C, j4, B, bei den drei übrigen Deckungen om mit OM' und 
a, Ä, c, der Reihe nach mit O, B\ A\ mit A\ C\ B\ mit B\ A', Q zusammen- 
fallen, wobei M\ A\ B\ C Puncle bedeuten, welche in den über O hinaus ver- 
längerten Linien OM, OA^ OBf OC so liegen, dass O der gemeinschaftliche 
Mittelpunct von MM\ AA\ BB\ CC ist. Es erhellet endlich ohne Weiteres, 
dass, wenn die sechs Puncte F, G^.....L in der Ebene ABC eine diesem Drei- 
eck zugeordnete Figur bilden /das System der sechs Linien OF, OG,.... OL 
eine den drei Linien OA, OB^ OC, als Grundfigur, zugeordnete Figur sein 
wird. Analoges gilt für Grundfiguren^ die aus niehr oder weniger als drei 
Linien zusammengesetzt sind. Ist die Grundfigur eine einzige Linie ^, so be- 
steht die zugeordnete Figur aus zweien, welche, sich in einem Puncte der g 
schneidend, mit g in einer Ebene so liegen, dass der von ihnen gebildete Win- 
kel von g halbirt wird. 

Uebrigens gilt auch hier die bei symmetrischen Figuren von Puncten in 
einer Ebene gemachte Erinnerung, dass in gewissen speciellen Fällen die Linien 
der zugeordneten Figur paarweise, oder auch alle mit einander, in der Mittellinie 
der Grundfigur zusammenfallen. 

Mit Hülfe der jetzt über symmetrische Figuren angestellten Betrachtun- 
gen wird es leicht sein, die fast bei allen Krystallbildungen sich offenbarende 
Symmetrie in einem bestimmten Gesetze auszudrücken. 

Von den , mehr als Ausnahmen zu betrachtenden sogenannten hemiedri- 
schen Formen und Zwillingskrystallen jetzt und im Folgenden abgesehen , sind 
die Flächen eines vollkommen ausgebildeten Krystalls paarweise einander parallel. 
Ferner giebt es bei jedem solchen Krystalle einen Mittelpunct, d. i. einen Punct, 
welcher zwischen je zwei einander parallelen Flächen in der Mitte liegt. Eine 
durch den Mittelpunct gelegte und auf einer der Flächen , also auch auf der ihr 
parallelen Fläche, perpendiculäre Gerade soll der Träger dieser beiden Flächen 
genannt werden. Alle bei einem Krystalle vorkommenden Träger bilden dem- 
nach ein System in einem Puncte, im Mittelpuncte des Krystalls, sich schneiden- 
det Graden, in welcliem Puncte der Theil eines jeden, der zwischen den zwei 
von .ihm getragenen Flächen liegt, halbirt wird. 
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Es giebt nun Krystalle, bei denen die gegenseitige Lage der Träger gar 
keine Symmetrie zeigt. Oder aber (und hierin eben besteht das noch aufzu- 
stellende Gesetz der Symmetrie): es lassen sich die Träger aller Flä- 
chen eines Krystalls in einer, oder zwei, oder mehreren Grup- 
pen zusammenfassen^ deren jede eine zugeordnete Figur zu ei- 
ner und derselben vollkommen symmetrischen Grundfigur ist. 
Die Linien y aus denen letztere besteht, hat man sich, gemäss dem Vorigen, 
gleichfalls durch den Mittel punct des Krystalls gehend vorzustellen. Die Anzahl 
dieser Linien der Grundfigur ober kann nur eine der fünf 1, 2, 3, 4, oder 6 sein, 
nicht 5, 7, 8, oder irgend eine grossere Zahl; als welches, wie sich zeigen lässt, 
dem Gesetze der rationalen Verhältnisse widerstreiten würde. Es sind daher 
nur fünf Grundfiguren möglich. Auch finden sich für jede derselben Krystalle 
in der Natur, und man wird somit von selbst darauf geleitet, die Krystalle 
nach der Verschiedenheit ihrer Grundfiguren in eben jso viele verschiedene Glas- 
sen oder Systeme einzutheilen. Indessen ist diese Eintheilung keine neue, son- 
dern stimmt mit der bisher angenommenen, von Weiss begründeten Einthei- 
lung vollkommen überein, wie folgende Uebersicht lehrt: 

Sp. Systeme. 

— Triklinoedrisches oder tetraprismatisches System. 

180" Monoklinoedrisches oder hemiprismatisches System. 

90 Rhombisches oder prismatisches System. 

60 Rhomboedrisches System. 

45 Tetragonales oder pyramidales System. 

30 Hexagonales System. 

Die Columne Grf. enthält die Zahlen von IJnien , welche die Grundfigur 
haben kann; die Zahlen der Columnen Tr. und Fl. zeigen an, aus wie viel Trä- 
gern und Flächen jede zu der entsprechenden Grundfigur gehörige Gruppe im 
Allgemeinen und höchstens zusammengesetzt ist; die Erklärung der Columne Sp* 
folgt weiter unten. In der letzten Columne, welche die Namen der verschiede- 
nen Systeme angiebt, steht dasjenige voran, welches keine Grundiigur hat, und 
wo daher die Träger mit ihren Flächenpaaren nicht gruppenweise, sondern ein- 
zeln in Betrachtung kommen. 

Den hiermit aufgezählten Systemen ist aber noch eines hinzuzufügen, wel- 
ches sich durch Symmetrie vor allen andern auszeichnet. Es entspringt dasselbe aus 
einer Grundfigur von drei, oder, wenn man will, von vier Geraden, welche eine 
Grelles Journal f. d. H. Bd. XlUl. Heft 4. 49 
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besonders merkwürdige Lage gegen einander haben. Während nämlich eine 
Grundfigur von drei oder von vier Linien, wie wir vorhin sahen, im Allgemeinen 
nur auf resp. sechs oder acht Arten mit einer ihr gleichen Figur congruirt, kön- 
nen, wenn man zur Grundfigur die drei Linien nimmt, welche die Mittelpuncte 
der gegenüberHegenden Flächen eines Würfels, oder die vier Linien« welche 
die gegenüberliegenden Ecken des Würfels mit einander verbinden, vierund- 
zwanzig Congruenzen zu Wege gebracht werden ; und dieses aus dem Grunde, 
weil der Würfel mit einem ihm gleichen auf sechsmal vier Arten zur Deckung 
gebracht werden kann , und dabei immer jene drei und diese vier Linien des ei- 
nen Würfels mit den entzprechenden drei und vier Linien des andern zur Dek- 
kung kommen. Eine noch beliebig durch den Mittelpunct des Würfels gelegte 
gerade Linie wird bei diesen 24 Deckungen im Allgemeinen und höchstens 24 
verschiedene Lagen erhalten ; und somit ist es einleuchtend, dass eine Figur, wel- 
che der jetzt angenommenen Grundßgur in der obigen Bedeutung des Worts 
zugeordnet ist, aus 24 Linien besteht, und dass folglich bei einem Krystalle, dem 
eine solche Grundfigur zukommt, im Allgemeinen und höchstens je 24 Träger 
mit den 48 von ihnen getragenen Flächen zu einer Gruppe gehören. Das Sy- 
stem, in welchem Krystalle dieser Art begriffen sind, wird Aas tessulare, auch 
wohl vorzugsweise das reguläre^ oder auch das octaedrische genannt, indem die 
drei Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken und die vier Verbindungs- 
linien der Mittelpuncte der gegenüberliegenden Flächen eines Octaeders Figuren 
bilden, welche mit den vorigen Grundfiguren von drei und von vier Linien iden- 
tisch sind. 

Es lässt sich nun zeigen, dass, ausser der jetzt erklärten Weise, nicht noch 
durch eine andere specielle Annahme für die gegenseitige Lage der 2, 3, 4 oder 
6 Linien, welche die Grundfigur eines Krystalls bilden können, die Grundfigur 
einen höheren Grad von Symmetrie gewinnt, und damit zugleich eine von den 
vorigen verschiedene und dem Gesetze der rationalen Verhältnisse nicht wider- 
sprechende zugeordnete Figur erzeugt wird. Und somit giebt es, auch der Theo- 
rie nach, wenn diese auf das eben gedachte Gesetz und auf das Gesetz der Sym- 
metrie, wie es im Vorigen ausgesprochen wurde, gegründet wird, nicht mehr 
und nicht weniger Krystallsysteme, als in der Natur gefunden werden. 

Die Anzahl dieser Systeme ist sieben : zuerst das in der Anordnung seiner 
Träger ganz unsymmetrische ; sodann fünf Systeme mit einer Grundfigur von 1, 
2, 3, 4, oder 6 Linien und zugeordnelen Figuren von resp. 2, 4, 6, S, oder 12 
Trägern; zuletzt das vorzugsweise sogenannte reguläre Svstem- Doch kann man, 
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wie es gewöhnlich geschieht, die zwei Systeme, bei deren einem die Grund- 
figur 3y beim andern 6 Linien hat, für eines rechnen, indem man entweder die 
Flächengruppen des ersteren als hemiedrische Formen des letzteren, oder« wie 
Miller thut, jede Flächengruppe des letzteren, als aus zweien des ersteren zusam- 
mengesetzt betrachtet. Hierdurch redudrt sich die Zahl der Systeme auf sechs 
die man (wenigstens einfacher, als bisher) das irreguläre oder das i^orersie, das 
erste, za^eite, dritte, vierte und das reguläre System nennen konnte; wobei 
die vier mittleren ihre Namen nach der Anzahl der ihren Grundfiguren zukom- 
menden Linien führen. Es verbände sich hiermit noch der Yortheil , dass bei 
den vier mittleren die Zahl eines jeden, nachdem sie vervierfacht worden, zugleich 
anzeigte, wie viel Flächen zu den einzelnen Gruppen oder Formen desselben im 
Allgemeinen zu rechnen sind *). 

Uebrigens kann man die GrundHguren, statt sie, wie im Vorigen gesche- 
hen, aus 1, 2, 3, 4, oder 6 Geraden bestehen zu lassen, auch aus eben so vielen, 
durch den Mittelpunct des Krystalls gelegten Ebenen gebildet annehmen, die sich, 
wenn es ihrer mehr als zwei sind, in einer und derselben Geraden, und, wenn es 
mehr als eine sind, unter gleichen Winkeln, also unter Winkeln von 90^ 60^ 45*, 
oder 30* schneiden. Dabei zerfallen die zu einer und derselben Gruppe gehöri- 
gen Träger in Bezug auf jede Ebene der Grundfigur in Paare, deren jedes ge- 
gen die Ebene symmetrisch liegt. Sehr leicht lässt sich Dies veranschaulichen, 
wenn man zwei ebene Spiegel unter einem Winkel von 180*, 90*, 60*, 45*, oder 
30* an einander setzt. Man sehe die Columne Sp« der obigen Tabelle. Die 
Spiegelflächen selbst, und die Bilder, welche sie von sich machen, sind die Ebenen 
der Grundfigur. Ein zwischen die Spiegel gehaltener, ihre gemeinschaftliche 
Grenzlinie treffender Stab gewährt, in Vereinigung mit seinen Spiegelbildern, den 
Anblick der zu einer Gruppe gehörigen Träger, nur dass man von jedem Träger 
bloss die auf die eine Seite des Krystallmittelpuncts fallende Hälfte wahrnimmt, 
als welcher Punct da liegt, wo der Stab die gemeinschaftliche Grenze der Spiegel 



*) Noch ein Sjfstem, welches Ton mehreren Krjfstallographen mit aufgeatellt wird, ist das 
80gen«QDte d\hl\noedr%$ch: Ich bemerke in dieser Hinsicht, dass man die dahin gehörigen Krjstallet 
die übrigens bis jetzt nnr als Seltenheiten beobachtet worden sind, onch zum triklinoSdrischen Sjsteme 
rechnen kann, wobei zwei Träger sich unter rechten Winkeln schneiden. Hierdurch, und in Folge des 
Gesetzes der rationalen VerhSltnisse, wird allerdings eine Symmetrie möglich gemacht, die sich jedoch 
nur auf die mit jenen zwei Trägem in einer Ebene liegenden Träger beschränkt, und deren Grnndfigur 
der eine jener zwei Träger selbst ist. Eben so, wie das diklinoSdrische, könnte es noch einige andere 
Systeme geben, bei welchen bloss die in einer gewissen Ebene enthaltenen Träger Symmetrie beob- 
achten; und dies in Bezug auf eine Grundfigur, bestehend aus zwei sich rechtwinklige oder drei sich 
«Bter Winkeln Ton 60^ schneidenden und in derselben Ebene begriffenen Linien. 

49* 
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trifft. Bringt man den zwischen zwei nächstfolgenden Ebenen der Gnindfigur 
enthaltenen Theil eines Krystalls zwischen die zwei unter gleichem Winkel gegen 
einander geneigten Spiegel- Ebenen ^ so wird man den ganzen Krystall zu sehen 
glauben. Aehnlicher Weise wird man den Anblick aller 24 zu einer Gruppe 
des regulären Systems gehörenden Träger haben , wenn man drei Spiegel unter 
Winkeln von 90^, 60^ und 45^ an einander setzt und mit einem in die solcher- 
gestalt gebildete Pyramide gehaltenen Stabe die Spitze derselben berührt. Ein 
ebenes Dreieck, dessen Ecken in den Kanten der Pyramide liegen, giebt den 
Anblick eines sogenannten Achtundvierzigflächners, und in den speciellen Fällen^ 
wenn die Dreiecks- Ebene auf den Kanten des Flächenwinkels von 90", 60^ oder 
45" normal ist, den Anblick eines Rhombendodekaeders, eines Octaeders, oder 
eines Würfels. 

Mit Ausnahme der schon oben gedachten Formen, sind demndich, wie 
man kurz sagen kann, die Kryslalle kaleidoskopische Figuren^ und das System^ 
zu welchem ein Kry stall gehört, wird durch den Spiegelwinkel des Kaleidos- 
kops bestimmt. 



Drack Ton J. Pelscli ia Berlia. 
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